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1. Gekoppelte harmonische Oszillatoren [6 Punkte]

Gegeben seien drei identische Punktmassen der Masse m, die untereinander durch Federn
identischer Hérte K verbunden sind.
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(a) [2 Punkte] Stellen Sie die Bewegungsgleichung des Systems in der folgenden Matrixform
auf (es bezeichne x(t) den Vektor der Auslenkungen der Massen aus der Ruhelage).

X(t) = Mx(t). (1)
Die Matrix ergibt sich mit den Folien der Vorlesung und der Neudefinition K — K/m
zu
—2K K 0
M=| K 2K K (2)
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(b) [3 Punkte] Losen Sie die Bewegungsgleichung mit der Anfangsbedingung x(0) = (x¢, 0, z).
Ein harmonischer Ansatz fiithrt auf eine Eigenwertgleichung

~w’B = MB. (3)
Die Eigenwerte der Matrix sind
miq —2K
my = —K(2+V?2)

ms = —K(2 — \/5)

Die Eigenvektoren sind

B, — %(1,0,_1)
B, = %(1,\/5,1)
B; = 1(1,—\/5,1)

2
und damit ergibt sich die allgemeine Losung zu

3
z(t) = Z B;(a; e’V it 4 q; e VMt (4)

i=1
mit noch zu bestimmenden Konstanten. Die Anfangsbedingung x(0) = (0,0, ) fiihrt
dann z.B. auf a1+ = a1 =0,a0+ = a2 = a3+ = as_ = /2.
2. Quadratische Niherung fiir 1D Potential [5 Punkte]

Ein Teilchen der Masse m und Gesamtenergie E bewege sich in einem 1D Potential V()
mit der Anfangsbedingung x(0) = xo.



(a) [2 Punkte] Geben Sie unter Ausnutzung der Energieerhaltung den Ausdruck ¢(z) an.
Aus E = 1mi? + V(x) folgt

#(t) = /2/m(E — V(z))

x') = /I dz L
w0 V/2/m(E=V(2))

(b) [3 Punkte] Das Potential besitze bei x,, ein Minimum. Finden Sie z(¢), indem Sie das
auftretende Integral fiir ein quadratisch genéhertes Potential auswerten.

Hinweis: Fine Substitution der Art x = sin(u) ist hilfreich.
In quadratischer Ndherung

V(2) % V(wm) + V" (@m) /2 (& = 2m)* = Vi + Oz — 2m)*.

Da V bei z,, minimal wird, ist C' > 0. Damit

:\/TT/Q/g:dx\/EVm !

—C(x — xm)

@’ —am 1 1
=+/m/2 dy

m

Y=o —Tm

2

Esgilt E = T+V > V,, (die kinetische Energie des Teilchens kann nicht negativ werden).
Wir wihlen die Substitution 4/ E—Cvm BV,

=sin(u) = dy = = cos(u)du, womit die
Integralgrenzen wie folgt transformieren

C
u = Sinil ( E_V (1’/ - xm)> 5

Ug = sin ! (1 / %(l‘o - xm)) s

und damit

B /m/“/ cos /
2¢ o \/1—5111

Damit ergibt sich

2/ (t) = Eivmsin \/Et—i-u +x
N C m 0 "



(c) Epizykloide [5 Punkte]
Eine Epizykloide wird beschrieben durch die Parametrisierung

(1) = <R(k‘ + 1) cost — Rcos|(k + 1)i]

R(k+1)sint — Rsin[(k + 1)t]) , 0<t<2m,

wobei R > 0 und k£ € N Konstanten seien.

Zeigen Sie, dass die Bogenlénge L einer Epizykloide durch
L=8R(k+1)

gegeben ist.

Hinweis: Nutzen Sie die Identitit cos2x = 1 — 2sin® z.

LOSUNG:

b
[

dr
L - a
=R(k+1) /27T dt\/(—sint + sin [(k 4 1)t])2 + (cost — cos [(k + 1)t])2
0

=R(k+1) /%dt\/2 — 2sintsin [(k + 1)t] — 2 costcos[(k + 1)¢]
0

2

=V2R(k+1) [ dtv1—coskt

0

= V2R(k + 1)/02Trdt\/1 - {1 — 2sin? (k;ﬂ

27
=2R(k + 1)/ dt |sin (k‘t)‘ .
O 2
Substitution:
kt 2
5 = dt kd
o AB(k+1)

k / dT sin(T)
k 0
=8R(k+1).



