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Aufgabe 11: Archimedische Spirale:
Ein Massenpunkt bewegt sich in der (x, y)-Ebene mit

x(t) = ct sinωt,

y(t) = ct cosωt und c > 0.

a) (1 Punkt) Berechnen Sie ~v(t) =

(
ẋ(t)
ẏ(t)

)
b) (1 Punkt) Berechnen Sie ~a(t) = ~̇v,

c) (1 Punkt) Zeichnen Sie die Spirale für 0 ≤ t ≤ 6π/ω, wobei Sie c so wählen, dass das Bild
die halbe Breite Ihres Blatt Papiers einnimmt. Zeichnen Sie ~v(t) und ~a(t) für t = 2π/(3ω)
und t = 17π/(4ω) in Ihre Abbildung ein.

d) (1 Punkt) Beweisen Sie∫
dx
√
ax2 + 2bx+ c =

ac− b2

2a3/2
arsinh

ax+ b√
ac− b2

+
ax+ b

2a

√
ax2 + 2bx+ c+ C,

falls a > 0 und ac− b2 > 0.

e) (1 Punkt) Bestimmen Sie den vom Massenpunkt zwischen den Zeitpunkten t = 0 und

t = T zurückgelegten Weg

∫ T

0
dt |~v(t)| (also die Bogenlänge der Spirale).

Aufgabe 12: Massenpunkt in viskoser Flüssigkeit:
Auf einen Massenpunkt wirke eine Stokes’sche Reibungskraft und die Gewichtskraft, letztere

entlang der negativen y-Achse. Der Geschwindigkeitsvektor ist ~v =

(
vx
vy

)
mit

v̇x = −αvx, v̇y = −αvy − g und α, g > 0.

a) (1 Punkt) Bestimmen Sie vx(t). Drücken Sie das Ergebnis durch die Anfangsgeschwin-
digleit vx0 := vx(0) aus.

b) (1 Punkt) Bestimmen Sie vy(t) für vy(0) = 0.

c) (3 Punkte) Bestimmen Sie den vom Massenpunkt zwischen den Zeitpunkten t = 0 und
t = T zurückgelegten Weg.

Hinweise: Wählen Sie eine Substitution, um auf ein Integral der Form

∫
dz
√
b2 + (z − 1)2/z2

zu kommen und substituieren Sie dann z = 1/(1 − bw), gefolgt von w = sinhu und einer
weiteren Substitution. Tipp: Es wird etwas einfacher, wenn Sie durch partielle Integration
bzgl. w die Wurzel in den Nenner bringen.
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