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Aufgabe 15: Drehungen im dreidimensionalen Raum werden durch 3 x 3-Matrizen beschrieben:

z Ri1z + Rioy + Ri3z Ri1 Ri2 Ris T
7=y | =|Rur+ Ryy+ Razz | = | Ra1 Raa Ros y | = Rr.
4 R31x + R3oy + R332 R31 R3z Ras z

a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Komponenten der Drehmatrizen R,(¢), R,(¢) und R.(¢),
die Drehungen des Koordinatensystems um die x, y bzw. z-Achse um den Winkel ¢ im ma-
thematisch positiven Sinn (d.h. gegen den Uhrzeigersinn, wenn man in negativer Richtung
der entsprechenden Achse blickt) beschreiben.

b) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Matrizen

a @_ @ @_ 4
d¢Rx(¢) =0 ’ w d¢Ry(¢) =0 ) w d¢RZ(¢>

indem Sie die Komponenten der Matrizen R, (¢), Ry(¢) und R.(¢) nach ¢ differenzieren.
Driicken Sie die Komponenten wj(g der Matrizen w® durch das dreidimensionale Levi-Civita-
Symbol €15k aus. €k ist definiert durch €123 = 1, €1jk = €klj (Zyklizitiit) und €jk = —€jlk

(Antisymmetrie), erfiillt also

o) = :
=0

€123 — €231 — €312 — 11 €213 — €132 — €321 — _17
€jk = €jkj = €jj = 0 fir 5,k € {1,2,3}.

¢) (1 Punkt) Berechnen Sie die Matrixprodukte R, (¢1)R.(¢3) und R,(¢3)R.(¢1). Welche
Koordinatentransformationen werden durch die zwei Matrixprodukte beschrieben? Sind die
Ergebnisse gleich? Entwickeln Sie die zwei Matrixprodukte um ¢1 = ¢3 = 0 zur ersten Ord-
nung in ¢; und ¢ und driicken Sie ihr Ergebnis durch die Matrizen w® aus. Vernachléssigen
Sie dabei Terme der Ordnung ¢; ¢s.

Hinweis: Die Taylor-Entwicklungen von sin ¢ und cos ¢ sind sin¢ = ¢ + O(¢3) und cos ¢ =
1—¢°/2+0(8Y).
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Aufgabe 16: Die Matrix R mit R”R = 1 und det R = 1 beschreibe eine Drehung um die
Achse 7 (mit |7i] = 1) mit dem Winkel ¢.

a) (1 Punkt) Zeigen Sie (R — RT)i = 0.

b) (1 Punkt) Bestimmen Sie die Achse 7 fiir

c+a?(l—c) avl—a?(1—c) —V1—-a?v1—¢?
R=[aVl-0a?2(1-¢c) c+(1-a®)(1-c¢) av1—c? (1)
V1—a?V1-—¢? —av1—¢? c

¢) (1 Punkt) Bestimmen Sie |¢| zur Matrix R in Gl. (1)). Sie diirfen ohne Beweis die Formel
tr R := Ri1 + Roo + R33 = 1 + 2 cos ¢ verwenden.

d) (1 Punkt) Es ist praktischer, wenn man in Koordinatensystemen arbeitet, in denen die
Drehachse mit der z-Achse iibereinstimmt. Geben Sie die Drehmatrix R an, die die gewiinsch-
te Koordinatentransformaton leistet, also fiir eine vorgegebene Achse 7 = (ny, ng,n3)” # +é.,
Rii = &, erfiillt, und zudem @ = (ng, —n1,0)T /\/n? + n2 mittels R@ = &, auf die y-Achse
dreht. Achtung: Hier ist nicht die Matrix aus GI. gemeint, sondern 7 ist beliebig.

e) (1 Punkt) R(¢n) und R'(¢€,) beschreiben die betrachtete Drehung im urspriinglichen

A

und im mit R gedrehten Koordinatensystem. Beweisen Sie R'(¢€.) = R R(¢it) R”.
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