
1. Anharomonische Schwingungen:  Wir können diese Problem mit Hilfe der 
Störungstheorie lösen.   
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Falls Schwingungen anharmonisch sind…


…ist die Schwingungnsfrequenz von der Amplitude abhängig.


…gibt es Frequenzen die proportional zur führenden Frequenz sind 

2. Hamiltonsche Mechanik: Eine ganz andere Art Mechanische Systeme zu 
beschreiben.  Im  Hamiltonschen Formalismus spielen Impulse und Koordinaten sehr 
ähnliche Rollen.



 6. Hamiltonsche  Mechanik
Wir betrachten ein mechanisches System mit N Freitheitsgraden.  Bisher haben wir 
solche  Systemen  mit  Lagrangefunktionen beschrieben.  Es gibt aber auch  andere 
Möglichkeiten.
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Die Hamilton-Funktion

Die Hamiltonschen 
Bewegungsgleichungen

Die Hamilton-Funktion sieht ähnlich aus wie die Energie 
des Systems.  



 6. Hamiltonsche  Mechanik
Ein Beispiel: Von Lagrangefunktion zu Hamilton-Funktion.  Eine  Hamilton-Funktion ist  
eine  Funktion von Koordinaten und Impulsen.
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Ein Teilchen im Kraftfeld

Ein Teilchen im Magnetfeld Das Magnetfeld



 6. Hamiltonsche  Gleichungen
Poisson-Klammern:   Wir betrachten eine Funktion von Impulse und Koordinaten, die 
ein mechanisches System beschreiben.  Diese Funktion kann auch explizit 
zeitabhängig sein.   Die (volle) Zeitabhängigkeit der Funktion folgt sowohl von expliziter 
Zeitabhängigkeit als auch von  der Zeitabhängigkeit von Impulse und Koordinaten.  
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Die Bewegungsintegrale ändern sich mit der Zeit nicht; es folgt 
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Falls ein Bewegungsintegral I nicht explizit zeitabhängig ist, 

ergibt seine Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion H eine Null. {H, I} = 0

Die Poisson-Klammer von zwei Funktionen:



 6. Hamiltonsche  Gleichungen
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Jacobi Gleichung

Eine Folge der Jacobi-Gleichung: Eine Poisson-Klammer  von zwei Bewegungsintegrale ist 
wieder  ein Bewegungsintegral.
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Die Poisson-Klammer von einer Funktion mit einem Impuls bzw einer Koordinate ist die 
Ableitung dieser Funktion  nach der konjugierten Koordinate bzw. Impuls.



 6. Hamiltonsche  Gleichungen

Ein Beispiel : Zentralkraft,  Drehimpulserhaltung
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Wir sehen, dass der Drehimpulsvektor 
ein Bewegugsintegral ist.



 6. Hamiltonschen  Gleichungen
Es ist möglich die Hamilonschen Gleichungen mit Hilfe des Variationsprinzips herzuleiten. 
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 6. Hamiltonsche  Gleichungen
Kanonische Transformationen:  Impulse und Koordinaten sind unabhängige Variablen. Es 
besteht aber die Möglichkeit eine Variablentransformation einzuführen welche  Impulse und 
Koordinaten ``mischt’’.  Diese Möglichkeit ist  der grosse Vorteil des Hamiltonschen 
Formalismus. 

Q = Q(q, p, t), P = P (q, p, t)

Die Transformation heisst  ``kanonisch’’ falls die Bewegungsgleichungen für Q und P eine 
hamiltonische Form haben:

Q̇ =
@K

@P
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Wann ist eine Transformation kanonisch ?   Eine Transformation ist kanonisch falls eine 
Funktion existiert, die von den alten Koordinaten, den neuen Koordinaten und der Zeit 
abhängig ist, und  folgende Eigenschaften  hat:
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 6. Hamiltonsche  Gleichungen
Falls eine Transformation kanonisch ist, können wir die Wirkung entweder mit neuen oder 
mit alten Koordinaten und Impulse schreiben.  Die Variationen von beiden müssen Null sein.
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Diese zwei Gleichungen können  simultan erfühlt  sein,  falls sich die Integranden nur  um 
ein totales Differenzial von einer Funktion unterscheiden.  Die Verhältnisse  zwischen F, 
p,P,q und Q folgen sofort
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 6. Hamiltonschen  Gleichungen
Eine wichtige Eigenschaft der kanonischen Transformationen  ist, dass diese 
Transformationen  die Poisson-Klammern invariant lassen.  Wir werden diesen Satz für ein-
dimensionale Systeme  prüfen:

{F1, F2}p,q = {F1, F2}P,Q

{q, p} = �1 {Q,P}p,q =
@Q

@p

@P

@q
� @P

@p

@Q

@q
p =

@F

@q

���
Q
, P = �@F

@Q

���
q

@P

@q

���
p
= � @2F

@Q@Q

@Q

@q

���
p
� @2F

@Q@q

@P

@p

���
q
= �@2F

@Q2

@Q

@p
� @F

@Q@q

@q

@p

���
q
= �@2F

@Q2

@Q

@p

{Q,P}p,q =
@Q

@p

@P

@q
� @P

@p

@Q

@q
= �@Q

@q


�@2F

@Q2

@Q

@p
� @P

@p

�
� @Q

@p

@F

@Q@q


�@2F

@Q2

@Q

@p
� @P

@p

�
= 0,

@Q

@p

@F

@Q@q
= 1

✓
1 =

@p

@p
=

@F

@q2
@q

@p
+

@F

@Q@q

@Q

@p
=

@F

@Q@q

@Q

@p

◆

{Q,P}p,q = �1 = {Q,P}Q,P



 6. Hamiltonischen  Gleichungen

Die Poisson-Klammern sind invariant unter kanonische Transformationen
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