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Zykloide

aus Wikipedia, der freien Enzyklopiidie

Eine Zykloide (v. lat. cyclus bzw. griech. kyklos = Kreis + griech. -eidés = dhnlich) auch zyklische
Kurve oder Radkurve ist die Bahn, die ein Kreispunkt beim Abrollen eines Kreises auf einer Leitkurve,
zum Beispiel einer Geraden beschreibt.

Inhaltsverzeichnis

= 1 Mathematische Darstellung der Zykloiden
= 2 Eigenschaften der Zykloide
= 2.1 Die Tautochronie der Zykloide
= 3 Epi- und Hypozykloide
» 4 Zykloidenverzahnung in der Getriebetechnik
= 5 Wichtigste Erkenntnisse im 17. Jahrhundert
» 6 Siehe auch
» 7 Weblinks

Mathematische Darstellung der 'Zykloiden

Eine Zykloide kann als analytische Gleichung und in Parameterdarstellung dargestellt werden.

Die Parameterdarstellung lautet \Z\ry

r=r(t—sin(t)); y=r(1-=cos(t), R,
o L, ' i v R % -
wobei r den Radius des Kreises und ¢ den Parameter ("Wilzwinkel") bezeichnet.
Aus dieser lasst sich der Parameter ¢ entfernen. Die analytische Gleichung lautet
r— e —— L L QLA L T
r(yl = rarccos ( y) —\y@r —y). ot fo QELZ T

Eigenschaften der Zykloide

Eine gewohnliche Zykloide entsteht, wenn ein Kreis auf einer Geraden abrollt. Anschaulich gesprochen

bewegt sich ein Punkt auf einem Reifen eines fahrenden Fahrrades (ndherungsweise das Ventil) auf einer
gewdhnlichen Zykloide. Die Katakaustik, die Evolute und die Evolvente der Zykloide sind selber wieder
Zykloiden. Die Mittelpunkte der Kriitmmungskreiseeiner Zykloiden liegen vollstiandig auf ihrer Evolute.

Eine verkiirzte Zykloideentsteht, wenn die Bahn eines Punktes im Inneren des Kreises betrachtet wird,
anschaulich etwa der Seitenstrahler beim Fahrrad. Eine verlidngerte Zykloide setzt dagegen voraus, dass
ein Punkt auBerhalb des abrollenden Kreises sich mit dem Kreis mitbewegt. Diese beiden Kurven heifen
auch Trochoiden (griech. trochos, »Rad«).

Gewohnliche Zykloide
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Beispiele: Gewdhnliche Zykloiden werden von Punkten auf der Lauffliche eines Autoreifens oder
sonstiger Laufriader (Eisenbahn, Seilbahn) und von den Punkten lings der Laufflache rollender Murmeln
beschrieben. Verkiirzte Zykloiden werden von Punkten mit einem Radius kleiner dem der Lauffldche
beschrieben, etwa Punkte von Fahrradspeichen oder die Ansatzpunkte von Pleuelstangen bei einer
Dampflokomotive. Verldngerte Zykloiden werden von Punkten mit einem Radius groBer dem der
Laufflache beschrieben; im Fall von Eisenbahnen wiren das alle Punkte des Spurkranzes.

Die Form einer gewShnlichen Zykloide gleicht einer Aneinanderreihung weiterer Bogen, die verlangerte
Zykloide weist an den Spitzen zwischen den Bégen noch Schleifen auf, wihrend bei den verkiirzten
Zykloiden die Spitzen abgerundet sind.

Eine Brachistochrone beziehungsweise Tautochrone entsteht durch Spiegelung einer Zykloide an der
x-Achse.

Die Tautochronie der Zykloide

Vorausgesetzt, dass Luftwiderstand und Reibung zu

vernachldssigen sind, gelangt ein frei beweglicher Massepunkt ‘\

von jedem Startpunkt auf der Zykloide stets in derselben Zeit an Ay

den tiefsten Punkt. Diese Eigenschaft wird auch Tautochronie ™

genannt (Linie gleicher Fallzeit; griech: tauto: das Selbe, chronos: N

Zeit). \\—.
~ Tautochronie der Zykloide

Epi- und Hypozykloide

Rollt der Kreis dagegen aulen auf einem anderen Kreis ab, entstehen Epizykloiden (griech.
epikyklos, »Nebenkreis«). Ihr Radius ist gleich der Summe des Radius des Leitkreises und des
Durchmessers des bewegten Kreises. Historisch versuchte man die beobachteten Planeten-Bahnen mit
teilweise eigentiimlich anmutenden Schleifen durch dieEpizykeltheorie zu erklaren.



Epizykloiden

e
s \lY

Rir=5

Rollt der Kreis innen auf dem anderen Kreis ab, entstehen blumig

anmutende Kurven, so genannte Hypozykloiden. Dieser Effekt wird auch

als Spielzeug als Spirograph vermarktet in Form von Zahnridern aus
Plastik, die in ihrem Inneren Locher zum Durchstecken einer
Bleistiftspitze enthalten. Die »Leitkurve« wird (in Form einer groBen
Scheibe mit ausgestanztem Zahnrad im Inneren) auf einem Blatt Papier
festgesteckt und danach wird so lange mit dem eingesteckten Stift das
abrollende Zahnrad bewegt, bis sich eine geschlossene Kurve ergibt.

Sowohl Epizykloiden als auch Hypozykloiden sind genau dann
geschlossene Kurven, wenn sich das Verhiltnis der Radien als Bruch aus
zwel ganzen Zahlen schreiben lédsst, wenn es also rational ist. Bei der
technischen Umsetzung in Form von Zahnrddern ist dagegen die Anzahl
der Zidhne maBgeblich, so dass sich stets geschlossene Kurven ergeben.

Fiir die Anzahl der "Schleifen"#n von aus einem duBeren Kreis mit dem
Radius r und einem inneren Kreis mit dem Radius r; entstehenden

Epizykloiden, gilt der Zusammenhang

max(ry,r; )
="
ggl{ry, rs)”

fiir Hypozykloiden verkiirzt sich diese Formel auf

o
o= =,
ggT(rq, ;)

Rir=25

N N
B4 4 E BRI D cwemied
=0T IE, T aRTe]

Zwei Hypozykloiden

E184.E BTVLD vawnl
~tERIST, #TRRTOD

Zwei Hypozykloiden
(Animation)



Eine Sonderform der Hypozykloide (die Astroide) entsteht, wenn der Radius des innen abrollenden Kreises
genau ein Viertel des duBeren ist und der mitlaufende Punkt ganz auBen liegt: das »Karo«, wie man es von
Spielkarten kennt.

Die Kardioide ist ein Spezialfall der Epizykloide.

Zykloidenverzahming in der Getriebetechnik

In der Getriebetechnik ist die sogenannte Zyloidenverzahnung eine von mehreren Techniken zur
Verzahnung von Zahnradern und Zahnstangen.

Wichtigste Erkenntnisse im 17. Jahrhundert

Das 17. Jahrhundert, das als ,,Goldenes Zeitalter der Analysis“ gilt, war auch fiir die Neuentdeckung und
Untersuchung der Zykloide relevant. So beschiftigten sich die besten Mathematiker und ‘
Naturwissenschaftler mit dieser besonderst 4sthetischen Kurve. Chronologisch ist das Fortschreiten wie
folgt:

= 1598 Entdeckung der Zykloide als geometrisches Objekt durch Galilei

= 1629 Methode der Flachen und Volumenberechnung durch Cavalieri. Thm gelang erstmals eine
Flachen- und Langenberechnung an einer Zykloide

1629 ForschungsanstdBe durch Mersenne

1634 Quadratur durch Roberval

1635 Quadratur durch Descartes und Fermat

1638 Tangentenkonstruktion durch Roberval

1641 Tangentenkonstruktion durch Torricelli

1643 Quadratur durch Torricelli in Beziehung zur Schraubenlinie

1658 Rektifikation und Bestimmung der Zykloidenléinge durch Wren

1659 Rektifikation, Quadratur, Schwerpunktbestimmung, Kubaturen durch Pascal auf ein
Preisausschreiben Newtons 1658

1664 Quadratur iiber unendliche Reihe durch Newton

1673 Quadratur iiber Quadratrix durch Leibniz

1673 Evolutenbestimmung und Tautochronie durch Heygens

1686 Integraldarstellung durch Leibniz

1697 Brachistochronie durch Johann Bernulli

Siehe auch

» Liste geometrischer Kurven
= Lissajous-Figur
= Spirograph

Weblinks

= Interaktives Applet zur Erzeugung von Rollkurven )
(http://www.geogebra.at/de/upload/files/dynamische_arbeitsblaetter/lwolf/zykloiden/zykloiden html)

= Die Eigenschaften der Zykloide aus mathematischer, physikalischer und historischer Sicht
(http://www.tfh-berlin.de/~schwenk/Lehrgebiete/heuer/Welcome . html)

= Mathematische Erklarung zu Zykloiden (http://www.kugelbahn.info/deutsch/schaukel/zyklo.html)

= Java-Animation zum leichten Verstindnis von Zykloiden
(http://www.math.uni-wuppertal.de/~frommer/SiTe/epi.html)

Von, http//de.wikipedia.org/wiki/Zykloide*

Kategorien: Geometrische Kurve | Analysis
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