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1] a)

b)

d)

Lagrangefunktion: Kinetische Energie:

z=lcos(p) , y=lsin(p) , &=—lpsin(p) , §=Ipcos(y)

1 1
7= Ll + ) = L
Potential: V = —mgl cos(y) + const. ,
1
Lagrangefunktion: L(y, ¢) = émZQ(ap)Q +mglcos(p) mit m = m(t) = mge®*

Bewegungsgleichung: %% = % = (?t (m I? ) = —mgl sin(p)
= ml>@+ml*+mgl sin(g) =0
Mit 7 = 2ym und sin(p) & ¢ ergibt sich
G+ 2v¢p+ws =0 mit woz\/?
Lésungsansatz wie immer:
= XN+292+wi=0 = Mao=-—yE/12—wi.
Hier: \/7 Vo2wy = M=(—V2+Dwr, do=(—vV2-1)wp
Allgemeine Losung: ¢(t) = A e(mV2HDwot | B o(-V2-lwot

(Man kann sich natiirlich auch an Theorie A, geddmpfter harmonischer Oszillator im Kriech-

fall, erinnern und das direkt hinschreiben.)

Anfangsbedingungen:
p0)=0 = 0=Au(—vZ+1)+Bup(—vZ—1) = B=A_Y2
und: ¢(0) =9y = po=A+B.

C 1 1
B eliminieren = A= §¢0(1 +v2), B= 5@00(1 —V2).

Skizze: bei t = 0: ¢ = ¢y und horizontale Steigung (¢ = 0), fiir ¢ > 0: monoton fallend

—?2
1+v2

(beide Exponenten in der Losung sind < 0), fiir £ — 0o: ¢ — 0 (ist natiirlich Schmarrn,

der Eimer lauft iiber).

‘ Y= 5 Punkte ‘




2] a)

b)

miTry + Mmoo 1
Schwerpunkt: R= ———"" = —(r{ +15). 1/2 Punkt
: = (e m)

Mit r =r; —ry ergibt sich
1 1 . 1
ri = R+ 51‘ , To = R - 51‘ = (i‘l)2 + (i'Q)Q =2 <R)2 + 5(1‘)2
. 1
und damit £ =m(R)* + Zm(l")2 —v]r|

Man kann natirlich auch direkt hinschreiben:
1 . 1 1

L= §M<R)2+§/L(I")2—'y‘r| . M=2m , p= 5m
Erhaltungsgrofien:

1 : 1
Energie: E = §M(R)2 + E,u(i')2 +v|r|

Begriindung: £ nicht explizit von der Zeit abhéingig (Homogenitét der Zeit).

Schwerpunktimpuls: P = MR
Begriindung: £ invariant unter Verschiebungen des Schwerpunktes, d.h., Verschiebungen des

Gesamtsystems (Homogenitéit des Raumes).

Drehimpuls (= Relativ-Drehimpuls): L = p(r x 1)
Begriindung: £ ist invariant unter Drehungen des Systems um den Schwerpunkt, d.h., Po-

tential hidngt nur von |r| ab (Isotropie des Raumes <> Zentralpotential fiir die Relativbe-

wegung).

Polarkoordinaten in der x-y-Ebene: x = rcos(y) , y = rsin(y)
& =rcos(p) —rgsin(yp) , y=r7rsin(p)+ rocos(p)

1
Einsetzen liefert L, = i,u[(f)z +72(@)] —r

Bewegungsgleichung: %(,u r?¢) =0

Dies ist gerade die Drehimpulserhaltung (¢ ist eine zyklische Koordinate). Mit der hier
gefragte Anfangsbedingung $(0) = 0 bedeutet dies, da§ der Drehimpuls = 0 ist, fiir alle
Zeiten, und damit auch ¢ =const. fiir alle Zeiten (auch anschaulich klar).

Also: ¢(t) = po =beliebige Konstante.

Die radiale Bewegungsgleichung fiihrt damit auf einen freien Fall der Massen aufeinander:

d . : . 1
Wi ==r+ur(@)?’ = pi=-v = rt)=r -yt
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3] a)

b)

Eigenwertproblem: Dx = Ax, Eigenwerte: det(D — A1) =0

(B-X V3 2
= det =0 = XMN-8X+12=0 = A =6, A=2
( V3 (5= ' ?

1/2 Punkt

Eigenvektoren: Eigenwert in Gleichungssystem einzetzen, sollte auf zwei identische Gleichun-

gen fithren, die eine Komponente als freien Parameter unbestimmt lassen:

1
A =6 = Ty = \/5.1'1 = X(l) =T
V3

)

1/2 Punkt
1

Mit der Normierungsbedingung x® -x(M =1 | xf{

Ay =2 = T = —V3xy = X(2)=.I'2<

2) . x(? =1 wird die freie Konstante

festgelegt:

1{ 1 1{ —vV3
x == , x? = & 1/2 Punkt
2\ V3 2\ 1

Eigenschaften: D ist symmetrisch, d.h., Eigenwerte sollten reell sein (erfiillt), und Eigen-

vektoren orthogonal: x() - x() =0 (auch erfiillt). 1/2 Punkt

Neue Koordinaten: x = U q
1 1 1 1 -~
V= ixTDx = §(Uq)TD(Uq) = iqT(UTDU)q = iqTDq 1 Punkt

Fir U = (x(!),x®)) setzen wir die oben berechneten normierten Eigenvektoren ein, und

multiplizieren D von Hand aus:

~ [ 1/2 —V3)2 3 V3 /2 V3/2) _[6 0
D_<\/§/2 1/2 )(ﬁ 5 )(—\/3/2 1/2 >_(0 2) 1/2 Punkt

Explizit, durch Ausmultiplizieren der Matrixprodukte in V :
1 1
Vg, q2) = 5[)\1 (g1)*+ X2 (02)?] . V(z1,22) = 5[3 (21)? +5 (22)?]+ V31 22 [1/2 Punkt

[z1 4+ V/3 5]
[\/3301 - xz]

Skizze: Koordinatenachsen ¢y, ¢, sind rechtwinklig und gegeniiber x1, z, um arctan(y/3) ge-

q =

Umkehrung der Transformation: q =UTx = 1/2 Punkt

N[ N

g2 =

dreht (also: “irgendwie, aber nicht um 45° gedreht, sondern mehr” (genau: 60°)).

Aquipotentiallinien: Ellipsen, mit Halbachsen auf den ¢, go-Achsen. 1/2 Punkt

(Genauer: A\; g2+ Xy g2 = 2V =const., also (%)2+<q_1)2)2 =1 mit a® =2V/A\,0* =2V/),.)

| Y= 5 Punkte]




4] a)

b)

Kanonische Bewegungsgleichungen: = =

=2 wy, ==
m

Opa
oH OH

und: pp =——-=0, P'yZ—a—y:—mwgy—wopx

Methode: p, und p, rauswerfen und DGLs fiir x, y aufstellen:

pz = 0, d.h., p, ist Konstante (Integral der Bewegung) und kann frei gewihlt werden (nach
Anfangsbedingungen z.B.).

Damit ist @ direkt durch y gegeben.
Fiir y schlieBlich ergibt sich eine DGL 2. Ordnung:

. D A Wo . D
Dies ist ein harm. Oszillator mit konstanter duflere Kraft.

Pz

Die Losung lautet bekanntermafien y(t) = A cos(wyt) + Bsin(wgt) — .
m Wy

Damit ergibt sich z(¢) durch integrieren (wir setzen ¢, = 0):
¢
z(t) —xo = Pay 4w / dt'y(t') = x(t) = Asin(wet) — Bcos(wot) + o
m 0

A, B sind reell, die Losung hat insgesamt 4 Integrationskonstanten: A, B, p,, xg .

Die Anzahl der Erhaltungsgréfien ist gegeben durch die Anzahl der Integrationskonstanten
-1. Hier: Zwei Freiheitsgrade (x, y), also 4 (relle) Integrationskonstanten (siehe oben), minus

eine, die durch die Wahl des Zeitnullpunktes festgelegt wird, bleiben 3.

Welche sind dies?

(1.) Hamiltonfunktion, da diese nicht explizit von der Zeit abhingt. Vermutlich ist diese
identisch zur Energie, das wissen wir aber nicht.

(2.) x ist in H eine zyklische Koordinate, daher ist p, eine Erhaltungsgrofle, sieche oben

(iiber deren Bedeutung sich spekulieren 148t).

(3.) Vermutlich eine Art Drehimpuls in z-Richtung (Bewegung ist ja in der z-y-Ebene). Die

Losung aus b) legt nahe, das Objekt L = m(f x ¥), zu betrachten, mit den Koordinaten

&= x(t) — o = Asin(wot) — Beos(wot) und g =y(t) + ;L2 = Acos(wyt) + Bsin(wot).

Einsetzen ergibt L = m(ij — §) = 2mwi(A% + B?), t-unabhiingig.

|>= 5 Punkte]




