Musterlosung zur Nachklausur Theorie B SS 2002

1] a)

b)

d)

Lagrangefunktion: Kinetische Energie:

z=1lcos(p) , y=lsin(p) , &=—lgsin(p) , y=Ilpcos(p)

1 .. . 1 :
= T= §m[($)2 + ()] = §m12<90)2
Potential: V = —mgl cos(y) + const. ,

Lagrangefunktion:

1
L(p,p) = imlz(gb)2 +mglcos(p) mit m=m(t) =mee 7"

doL oL d . .
Wos = 9p = a (mIe) = —mlsin(e)
= ml2@+ml*o+mglsin(e) =0

Bewegungsgleichung;:

Mit 7 = —2ym und sin(p) ~ ¢ ergibt sich
-2y +wip=0 mit wy= \/g

Losungsansatz, wie immer:

ety =e = N -22+uwi=0 = Moo=+ —u}.
Hier: v = 2%:% = /\1:%(1+i), )\2:&(1—2').

Allgemeine Losung: ¢(t) = e/ V2(Aei0ot/V2 1 Be~iot/V2)

Die Integrationskonstanten A, B sind komplex, wie .
Physikalische Losung durch Bilden des Realteils (siehe Theorie A):
Rep(t) = e“’ot/ﬁ[a sin(wot/v/'2) + b cos(wot /v/2)]

Das Ergebnis kann auch direkt hingeschrieben werden.

a, b sind reell, genauer: b = (ReA+ ReB), a = (—ImA+ImB).

Anfangsbedingungen: (wir setzen jetzt ¢ = Rey)
¢(0)=b=0

Q
und: ¢(0)=%a=90 = a=\/§w—z

Q
= )= ﬁw—oe“’ot/ﬁ sin(wot/V/2)
0

Skizze: Billigerweise ein Sinus, dessen Hiillkurve exponentiell ansteigt.
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2] a)

b)

In den Koordinaten R und r lautet L :

1 . 1 .
L= ,Csp -+ ‘Crel = §M(R)2 + 5#(1‘)2 + k|I‘|
Offenbar sind die Massen m; = m, my = 2m, also

mym 2
M =mqi+ mo=3m, u:#:—m 1.5 Punkte

my + Mo 3

miry + Meols 1 2
Schwe ktt R=e ———=_-r;+_-r 1/2 Punkt

Man kann Lsp + L, natiirlich auch von Hand bestimmen, durch Einsetzen von

2 1
r1:R+§r, rng—gr
Erhaltungsgrofien:

1 . 1
Energie: E = §M(R)2 + 5/1(1")2 —k|r|

Begriindung: £ nicht explizit von der Zeit abhéingig (Homogenitét der Zeit).

Schwerpunktimpuls: P = MR
Begriindung: £ invariant unter Verschiebungen des Schwerpunktes, d.h.; Verschiebungen des

Gesamtsystems (Homogenitéit des Raumes).

Drehimpuls (= Relativ-Drehimpuls): L = p(r x 1)
Begriindung: £ ist invariant unter Drehungen des Systems um den Schwerpunkt, d.h., Po-

tential hdngt nur von |r| ab (Isotropie des Raumes <> Zentralpotential fiir die Relativbe-

wegung).

Polarkoordinaten in der az-y-Ebene: z = rcos(yp) , y = rsin(p)
& =rcos(p) —r¢sin(yp) , §=r7rsin(p) + rocos(p)

1
Einsetzen liefert L, = Q,u[(f“)2 +r2(@)?] + kr

d
Bewegungsgleichung fiir ¢(¢): &(u r2¢) =0
Dies ist gerade die Drehimpulserhaltung (¢ ist eine zyklische Koordinate). Mit der hier
gefragte Anfangsbedingung $(0) = 0 bedeutet dies, dal der Drehimpuls = 0 ist, fiir alle

Zeiten, und damit auch ¢ =const. fiir alle Zeiten (auch anschaulich klar).

Also: ¢(t) = o =beliebige Konstante.

Die radiale Bewegungsgleichung fiir r(¢) fiihrt damit auf (mit der Anfangsbedingung)

d, . . " 1k
&(ur):k-l-ur(np)Q = wu=k = r(t):vot-l-?;tZ
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(3] a)

b)

Eigenwertproblem: Dx = Ax, Eigenwerte: det(D — A1) =0

2-2) -v8 )\ _ 2 _
= det( _ R (9_)\))_0 = MN-11X+10=0

= /\1:10 , A2:1 1/2 Punkt

Eigenvektoren: Eigenwert in Gleichungssystem einzetzen, sollte auf zwei identische Gleichun-

gen fiihren, die eine Komponente als freien Parameter unbestimmt lassen:

® 1
A =10 = To = —V81; = X\ =121 3
=1 = x=V8z = xP=u ve
1
Mit der Normierungsbedingung x® -x( =1 | x® .x® =1 wird die freie Konstante
festgelegt:

1 8
x(1) — 1 . x? = 1 V8 1/2 Punkt
3\ -8 3\ 1

Eigenschaften: D ist symmetrisch, d.h., Eigenwerte sollten reell sein (erfiillt), und Eigen-

vektoren orthogonal: x .x®?) =0 (auch erfiillt). 1/2 Punkt

Neue Koordinaten: x = U q

1 1 1 1
V= 5xTDx = 5(Uq)TD(Uq) = 5qT(UTDU)q = 5qTDq 1 Punkt

Fiir U= (x(V),x®)) setzen wir die oben berechneten normierten Eigenvektoren ein. Damit
diagonalisiert U nach Konstruktion die Matrix D, d.h., D besteht gerade aus den Eigen-
werten:

p-upu= (M 0|10 1/2 Punkt
0 A 0 1

Explizit, durch Ausmultiplizieren der Matrixprodukte in V :
1 1
V(ql,qQ) = 5[)\1 (Q1)2+/\2 ((]2)2] s V(Il,.’L‘Q) = 5[2(.@1)2"}—9(1‘2)2] — \/gl‘l i) 1/2 Punkt

1 = [$1—\/gl“2]
G = 3[\/g$1+$2]

Skizze: Koordinatenachsen ¢, ¢» sind rechtwinklig und gegeniiber z1, 2o um den Winkel ¢

= Wl

Umkehrung der Transformation: q =U"x = 1/2 Punkt

gedreht. ¢ ist < 0 und |¢| > 45°.

Aquipotentiallinien: Ellipsen, mit Halbachsen auf den ¢;, go-Achsen. 1/2 Punkt

Genauer: Drehwinkel: ¢ = — arctan(v/8),

Ellipsen: A, g2 + Ao g2 = 2V =const., also (1) + (%)2 =1 mit a®=2V/\, b2 =2V/\,.
a
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a €T . a X
a) Kanonische Bewegungsgleichungen: & = " obz _ Pe o= 1 _ Py _ Do
apx m ml ap(p mil? ml

oM _

0
und: p, = — p 0, p,= —% = —mgly

b) Methode: zweite Ableitungen bilden und kanonische Gleichungen einsetzen:
Ps Dy Py

j‘:Q———:——:ggp
m  mi ml
pcp pac pw g . g
=—m - o= =-Tp = Zp=0 1 Punkt
ml ml - omez - 1F T ETY
Allgemeine Losung: ¢(t) = asin(wpt) + beos(wot) ,  wo = \/g

Aus i(t) = gp(t) folgt
(t) = vy + g/dtgo(t) = vy + w%[ —a cos(wot) + bsin(wot) |

x(t) = vot + xo — %[asin(wot) + beos(wot) | = xo + vot — lo(t)
w

0

¢) Wirkungsprinzip heiffit: Wenn zur Lagrangefunktion eine totale zeitliche Ableitung
d

—F(z,2,,¢) addiert wird, dndern sich die Bewegungsgleichungen nicht.

dt
Unter Verwendung der Hamiltonfunktion in £ = p¢ — H heifit das: falls
~ d
= —F
H="H+ T

bleiben die Bewegungsgleichungen unveréndert.

Wir haben also zu zeigen, daf
d
&P, .6.9) = 2ep, i,

Dazu: kanonische Gleichungen von oben nach p, und p, auflésen ergibt
Py = m(z + 1) P = ml(& + 21p)

Einsetzen ergibt
d

&F =mlw(z +3lp) = F=mlw(z+3lp)
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