
Musterl�osung zur Klausur Theorie B SS 2003 21.07.20031 a) Kinetishe Energie: T = 12M _s2 + 12m( _x2 + _z2)Generalisierte Koordinaten:x = s+ l sin(')z = �l os(') ) _x = _s+ l _' os(')_z = l _' sin(') 1/2 PunktEinsetzen und ausmultiplizieren,T = 12(M +m) _s2 + 12ml2 _'2 +ml _s _' os(')Potentielle Energie: U = mgh = mgl(1� os(')) + onst:| {z }beliebigAlso lautet die Lagrangefunktion:L(s; _s; '; _') = 12(M +m) _s2 + 12ml2 _'2 +ml _s _' os(')�mgl(1� os(')) 1 PunktGeneralisierte Impulse:p' = �L� _' = ml2 _'+ml _s os(')ps = �L� _s = (M +m) _s+ml _' os(') 1/2 PunktLagrangegleihungen: f�ur ' : ddtp' = �L�' ,�L�' = �ml _s _' sin(')�mgl sin(')ddtp' = ml2 �'+ml�s os(')�ml _s _' sin(')) �'+ gl sin(') + �sl os(') = 0 1/2 Punktf�ur s : ddtps = �L�s ,�L�s = 0 ) ps = onst: , 0 = dpsdt = (M +m)�s +ml �' os(')�ml _'2 sin(')Also ist ps eine Erhaltungsgr�o�e. 1/2 Punkt
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b) Eliminiere s , genauer: �s aus der Bewegungsgleihung f�ur ' : Aus _ps = 0 von oben folgt�s = mlM +m [ _'2 sin(')� �' os(') ℄das einsetzen in die Gleihung f�ur ' ,�' � 1� mM +m os2(') �+ gl sin(') + mM +m _'2 sin(') os(') = 0 1 PunktEntwikeln in linearer Ordnung '; _' :_'2-Term weglassen und sin(') = '+O('3) , os(') = 1 +O('2) ,�' � 1� mM +m �+ gl ' = 0 ) �'+ gl M +mM ' = 0Also der �ublihe harmonishe Oszillator mit einer Eigenfrequenz! = sgl M +mM 1 PunktKontrolle: �xierter Aufh�angepunkt M !1 : limM!1! = qg=l �= 5 Punkte
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2 a) F�ur den Quader mit homogener Massendihte � = M=V lautet der Tr�agheitstensor:�ij = � aZ0 dx aZ0 dy aZ�a dz [ (x2 + y2 + z2)Æij � xi xj ℄Diagonalelemente:�xx = � aZ0 dx aZ0 dy aZ�a dz [ y2 + z2 ℄= �[ aZ0 dx aZ0 dy y2 aZ�a dz + aZ0 dx aZ0 dy aZ�a dz z2 ℄= �[ a � a33 � 2a+ a � a � 2a33 ℄ = 43�a5 1 Punkt�yy = : : : = 43�a5�zz = �[ aZ0 dx x2 aZ0 dy aZ�a dz + aZ0 dx aZ0 dy y2 aZ�a dz ℄= �[ a33 � a � 2a+ a � a33 � 2a ℄ = 43�a5 1/2 PunktAu�erdiagonalelemente:�xy = ��[ aZ0 dx x aZ0 dy y aZ�a dz ℄ = �12�a5�xz = ��[ aZ0 dx x aZ0 dy aZ�a dz z ℄ = ��[ a22 � a � 0 ℄ = 0�yz = : : : = 0Mit � = M=V und V = 2a3 ergibt sih also�xx = �yy = �zz � �0 = 23Ma2�xy � �0 = �14Ma2�xz = �yz = 0 1/2 PunktAls Matrix geshrieben:� = 0BB� �0 �0 0�0 �0 00 0 �0 1CCA = 0BB� 23Ma2 �14Ma2 0�14Ma2 23Ma2 00 0 23Ma2 1CCA
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b) Diagonalisieren: [ �� � 1 ℄e = 0Eigenwerte � : det(�� � 1) = 0 , also(�0 � �)[ (�0 � �)2 � (�0)2 ℄ = 0 ) �3 = �0 = 23Ma2und �1;2 = �0 �q�20 � �20 + (�0)2 = �0 � �0 , also�1 = �0 + �0 = 512Ma2 ; �2 = �0 ��0 = 1112Ma2 1 PunktEigenvektoren: Einsetzen vom � in das homogene Gleihungssystem ergibt jeweils:�3 = �0 : e3 = z0BB� 001 1CCA ; normiert: e3 = 0BB� 001 1CCA�2 = (�0 � �0) : e2 = x0BB� 1�10 1CCA ; normiert: e2 = 1p20BB� 1�10 1CCA�1 = (�0 +�0) : e1 = x0BB� 110 1CCA ; normiert: e1 = 1p20BB� 110 1CCA 1 PunktOrthogonal: eiej = Æij .Die Haupttr�agheitsmomente sind die Eigenwerte: �i � �i .) Drehimpulserhaltung:t < t1 : Quader: die z-Ahse ist eine Haupttr�agheitsahse, also ist der Drehimpuls jjez ,mit dem Betrag LQ = �3! .Die Masse m hat keinen Drehimpuls, da sie auf den Ursprung zuiegt: Lm = m(r� _r) =0; rjj _r . Gesamtdrehimpuls: L = LQ = �3! .t1 < t < t2 : Inelastisher Sto� von m auf die Kante 2 des Quaders. Drehimpuls:Tr�agheitsmoment von m ist jetzt �myy = �mzz = ma2 , restlihe �mij = 0 . Also ist derGesamtdrehimpuls immer noh jjez , mit dem Betrag L = (�3 +ma2)!1 . Erhaltung:!1! = �3�3 +ma2 = 23Ma223Ma2 +ma2 = 11 + 3m2M 1 Punktt > t2 : Wenn m und der Quader getrennt werden, iegt m gleihf�ormig mit der Ge-shwindigkeit jv2j = v2 weiter, wobei v2 die Bahngeshw. zur Zeit t = t2 ist, die demDrehimpuls entspriht, Lm = ma2!1 = mav2 , also v2 = a!1 .Der Quader beh�alt seinerseits seinen Drehimpuls LQ = �3!1 , d.h., !2 = !1 . 1 Punkt�= 6 Punkte4



3 a) kanonishe Gleihungen:_x = �H�px ; _y = �H�py ; _px = ��H�x ; _py = ��H�yDamit ergibt sih aus der Hamiltonfunktion:px = m _x ; py = m _y +m!0x ; _px = �m!20x + !0py ; _py = 0 1 Punktb) Suhe Bewegungsgleihung f�ur x :_px = m�x ) m�x = �m!20x+ !0pypy ist eine Erhaltungsgr�o�e, py = onst: � mv0 ,�x + !20x = !0v0 1/2 PunktAllgemeine L�osung: x(t) = A os(!0 t� ') + v0!0 1/2 Punkty gewinnen wir aus_y = pym � !0x = v0 � !0x ; _y = �!0A os(!0 t� ')Einmal integrieren, die entstehenden Integrationskonstanten k�onnen zu einer einzigeny0 zusammengezogen werden,y(t) = y0 � A sin(!0 t� ') 1 Punkt) Die Lagrangefunktion ergibt sih aus L(x; _x; y; _y) = px _x+ py _y �H(x; px; y; py) .Man mu� die Impulse �uber die kanonishen Gleihungen eliminieren. Es war px =m _x ; py = m _y +m!0x , dies einsetzen und alles ausmultiplizieren ergibtL(x; _x; y; _y) = 12m( _x2 + _y2) +m!0x _y 1 PunktMit der neuen Hamiltonfunktion ergeben sih auh neue Impulse ! Die kanonishenGleihungen ergeben jetzt ~px = m _x�m!0y ; ~py = m _y . Damit folgteL = 12m( _x2 + _y2)�m!0y _x 1/2 PunktDi�erenz der Wirkungen: ist eine Konstante, wenneL � L = dfdt ; eL � L = �m!0(y _x+ x _y) ) f = �m!0 xy5



1/2 Punkt�= 5 Punkte
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4 a) L niht explizit t-abh�angig ) Energieerhaltung.L niht translationsinvariant, L(r; _r) 6= L(r+ a; _r) ) keine Impulserhaltung.L invariant unter Drehungen um die z-Ahse ) Lz ist erhalten.L niht invariant unter Drehungen um die x- oder y-Ahse ) Lx , Ly niht erhalten.1 Punktb) L = L(t) ) keine Energieerhaltung.Aber: L(_r) = L(D _r) , D =beliebige (zeitunabh�angige) Drehmatrix ) L ist erhalten.L(_r) = L((r+ a_)) , a =beliebiger (zeitunabh�angiger) Translationsvektor ) p ist erhal-ten. 1 PunktVon Hand:pi = �L� _xi = m(t) _xi ; _pi = �L�xi = 0 $ p = m(t)_r ; _p = 0 ,_L = (_r� p) + (r� _p|{z}=0 ) = m(t)(_r� _r) = 0 .) Relativ- (rel) und Shwerpunkt- (SP) koordinaten: R = 12(r1 + r2) ; r = (r1 � r2) ,L = 12�(_r)2 + e��jrj| {z }= Lrel + 12M( _R)2| {z }= LSP ; � = m1m2m1 +m2 = m2 ; M = m1 +m2 = 2mLSP hat alle Symmetrien ) Energie, Impuls, Drehimpuls sind erhalten.Lrel hat keine Invarianz unter Vershiebungen, Lrel(r) 6= Lrel(r + a) ) Relativimpulsp = � _r niht erhalten.Lrel invariant unter beliebigen Drehungen ) L = �(r� _r) ist erhalten.Lrel 6= Lrel(t) ) Energie der Relativbewegung und damit die Gesamtenergie ist erhal-ten. 2 Punkte�= 4 Punkte
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