Musterlosung zur Klausur Theorie B
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1 1
Kinetische Energie: T = ~M35* + §m(:v2 + %)

2
Generalisierte Koordinaten:

r = s+Isin(p) T = $+Ilpcos(p)
=

z = —lcos(p) Z = lpsin(yp)

Einsetzen und ausmultiplizieren,

1 1
T==-(M+m)s*+ §ml29'02 + ml$p cos(p)

2

Potentielle Energie: U = mgh = mgl(1 — cos(p)) + const,

Also lautet die Lagrangefunktion:

beliebig

1 1
L(s,8,0,¢) = =(M+m)s* + §m129b2 + mlsg cos(p) — mgl(1 — cos(y))

2

Generalisierte Impulse:

oL
= = =ml%¢ E
Dy 97 ml*o + mlscos(p)
oL
Ps = 5o = (M +m)s+ mlp cos(p)
d
Lagrangegleichungen: fiir ¢: P = g_i ,
% = —ml$psin(p) — mglsin(p)
d
b = ml*@ + mli cos(p) — mlspsin(ep)

= ¢+ sin(p) + 7 cos(y) =0

fiir s: g = 8_£

' dtpS ~ 0s
oL dps
g—O = ps =const. & O_dt

Also ist py eine Erhaltungsgrofle.

= (M +m)§ + mlpcos(p) — mlp*sin(p)



b) Eliminiere s, genauer: § aus der Bewegungsgleichung fiir ¢ : Aus p, = 0 von oben folgt

ml
s =
M+m

[¢*sin(p) — G cos(p) ]
das einsetzen in die Gleichung fiir ¢,

cos?(p) | + J sin(y) + ¢? sin(p) cos(p) = 0

l

5[ -
14 M+m M+m

Entwickeln in linearer Ordnung ¢, ¢:
@%-Term weglassen und sin(p) = ¢ + O(p?), cos(p) =1+ O(p?),
gM+m

g .
Zo=0 J
]+l“0 = Pt

m
pl1— =0
90[ M4+m 14

Also der iibliche harmonische Oszillator mit einer Eigenfrequenz
gM+m

w=4/7
I M

Kontrolle: fixierter Authdngepunkt M — oo ]Vl[im w=1/g/l
—00
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a) Fiir den Quader mit homogener Massendichte p = M/V lautet der Trégheitstensor:

b, = p/dx /dy /dz[(x2+y2+22)5ij — x; 1]
0 0 —a
Diagonalelemente:

Opr = p/dx/dy/dz[y2+z2]
0 0 —a

= p[/da:/dyyZ/dz+/dﬂc/dy/dz22]
0 0 —a 0 0 —a
3 3

4
= p[a-%-2a+a-a-2%]:§pa5

4
Oy = ...:§pa5

0., = p[/dxe/dy/dz+/dx/dyy2/dz]
0 0 —a 0 0 —a
3 3

4
= p[%-a-2a+a-%-2a]:§pa5

Auflerdiagonalelemente:

a a a 1
Oy = —p[/dxx /dyy /dz] = —Epaf’
0 0 —a
a a a a2
O, = —p[/dxx/dy /dzz] :—p[?-a-()]:
0 0 —a
©p = ...=0
Mit p = M/V und V = 2a? ergibt sich also
2
@mm = @yy = @zz = @0 = gMGZ
1
ny = @I:—ZMCLQ
Oy = 0, =0
Als Matrix geschrieben:
© © 0 Ma* —iMda* 0
=0 6 0 [=| -—iMc® 3:Md 0
0 0 O 0 0 2Ma?

0

1/2 Punkt

1/2 Punkt



b)

Diagonalisieren: [© —A1]e =0
Eigenwerte A: det(© — A1) =0, also

(B0 = N[ (B — N2 — (O)2] =0 = A =6 §Ma2

und Ay =g /0% — O3 + (0/)2 = 0, + O, also
11

5)
)\1:®0+®,:EMCLZ, /\QZGO—GI:EMCLZ

Eigenvektoren: Einsetzen vom A in das homogene Gleichungssystem ergibt jeweils:

0 0
A3 =0y : e3s=2| 0 , normiert: e3= | 0
1 1
1 ] 1
A= (0g—0) 1 e=uz| -1 |, normiert: ey, = —| —1
2= (O ) 2 2= 75
0 0
1 1 1
AM=(0y+0) : e=z|1], normiert: e, =—| 1
1 = (O ) 1 X 1= X

Orthogonal: e;e; = d;; .

Die Haupttrigheitsmomente sind die Eigenwerte: ©; = \;.

Drehimpulserhaltung:

t < t;: Quader: die z-Achse ist eine Haupttrigheitsachse, also ist der Drehimpuls ||e, ,
mit dem Betrag LY = Ow.

Die Masse m hat keinen Drehimpuls, da sie auf den Ursprung zufliegt: L™ = m(r x ) =
0,r||t. Gesamtdrehimpuls: L = L9 = 63w .

t1 < t < ty: Inelastischer Stofl von m auf die Kante 2 des Quaders. Drehimpuls:
Trégheitsmoment von m ist jetzt OF = OF, = ma?, restliche 07} = 0. Also ist der
Gesamtdrehimpuls immer noch ||e, , mit dem Betrag L = (©3 + ma?)w; . Erhaltung:

ﬂ . @3 . %MCLQ 1

=

w  O3+ma®  EIMa?+ma? 1+ 32
t > ty: Wenn m und der Quader getrennt werden, fliegt m gleichférmig mit der Ge-

schwindigkeit |vo| = vy weiter, wobei vy die Bahngeschw. zur Zeit t = t, ist, die dem

Drehimpuls entspricht, L™ = ma?

Der Quader behélt seinerseits seinen Drehimpuls L? = Osw; , d.h., wo = w; .

wy = mavsy , also vy = aw; .
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a) kanonische Gleichungen:

. OH . OH ) OH ) OH
T = , = — , = -, = ——
0P 4 Opy ba ox Py dy
Damit ergibt sich aus der Hamiltonfunktion:
Pz =M Py =my + mwoT , Pp= _mng+wﬂpy ) py =0
b) Suche Bewegungsgleichung fiir a
Pp = MT = MIT = —mng + WoPy
py ist eine Erhaltungsgrofe, p, = const. = muy ,
T+ W(Z)l’ = Woly
1/2 Punkt
. .. Vo
Allgemeine Losung: x(t) = Acos(wgt — @) + — 1/2 Punkt
8 U (wot =)+
Yy gewinnen wir aus
. _ Dy _ _
J="2—wor =vg—woex , Y= —wpAcos(wyt— p)
m

Einmal integrieren, die entstehenden Integrationskonstanten kénnen zu einer einzigen

Yo zusammengezogen werden,
y(t) = yo — Asin(wot — )

c) Die Lagrangefunktion ergibt sich aus L(x,&,y,79) = p.@ + pyy — H(z, ps, Yy, py) -
Man mufl die Impulse iiber die kanonischen Gleichungen eliminieren. Es war p, =

md , p, = my + mwox , dies einsetzen und alles ausmultiplizieren ergibt

. ) 1 . . )
E(Z‘,l’,y,y) = §m(a:2 + y2) + mwoy

Mit der neuen Hamiltonfunktion ergeben sich auch neue Impulse! Die kanonischen
Gleichungen ergeben jetzt p, = ma — mwoyy ,p, = my . Damit folgt
5 1

L= Em(:vQ + 97) — mwoyd

Differenz der Wirkungen: ist eine Konstante, wenn

Z—Ez%, L—L=—mw(yi+axy) = f=—mwoay
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4] a)

=

L nicht explizit t-abhingig = Energieerhaltung.
L nicht translationsinvariant, £(r, 1) # L(r + a, ) = keine Impulserhaltung.
L invariant unter Drehungen um die z-Achse = L, ist erhalten.

L nicht invariant unter Drehungen um die z- oder y-Achse = L, , L, nicht erhalten.

L = L(t) = keine Energieerhaltung.
Aber: L(i) = L(Dt), D =beliebige (zeitunabhéngige) Drehmatrix = L ist erhalten.

L(r) = L((r+a)), a =beliebiger (zeitunabhingiger) Translationsvektor = p ist erhal-

ten.

Von Hand:
oL . ) oL ) )

L:(fxp)+(r><\lf:/):m(t)(i'><1'~):

1
Relativ- (rel) und Schwerpunkt- (SP) koordinaten: R = 5(1‘1 +1ry) , r=(r;—ry),

1 1 . mym m
L= =u(i)? +e 4L Z (R — 12 T M= =2
2p(r) +e +2 (R)* , pu —— 5 my + my m

= Lyer = Lsp
Lsp hat alle Symmetrien = Energie, Impuls, Drehimpuls sind erhalten.
L, hat keine Invarianz unter Verschiebungen, L,.(r) # L, (r + a) = Relativimpuls
p = pur nicht erhalten.
L, invariant unter beliebigen Drehungen = L = p(r X ¥) ist erhalten.

Lre1 # Lre(t) = Energie der Relativbewegung und damit die Gesamtenergie ist erhal-

ten.
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