
Musterl�osung zur Nahklausur Theorie B SS 2003 21.10.20031 a) Generalisierte Koordinaten:x = r os(�)y = r sin(�)z = rtan(�) = rf ) _x = _r os(�)� r _� sin(�)_y = _r sin(�) + r _� os(�)_z = _rf 1/2 PunktKinetishe Energie: T = 12m( _x2 + _y2 + _z2)Koordinaten einsetzen und ausmultiplizieren,T = 12m h _r2(1 + f 2) + (r _�)2iPotentielle Energie: U = mgz = mgrfAlso lautet die Lagrangefunktion:L(r; _r; �; _�) = 12m h _r2(1 + f 2) + r2 _�2 � 2gfri 1 PunktGeneralisierte Impulse:p� = �L� _� = mr2 _�pr = �L� _r = m _r(1 + f 2) 1/2 PunktLagrangegleihungen:ddtpr = �L�r ) �r(1 + f 2) = r _�2 � gf 1/2 Punktundddtp� = �L�� = 0Das hei�t, p� = onst: ist eine Erhaltungsgr�o�e. 1/2 Punkt
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b) Eliminiere _� �uber den erhaltenen Impuls (der die Rolle einer Integrationskonstanten($ Anfangsbedingung) spielt):p� = mr2 _� = onst: ) _� = p�mr2 einsetzen ) �r(1 + f 2) = p2�m2r3 � gf 1/2 PunktKreisbahn: r = r0 = onst: , _r = �r = 0 , p2�m2r30 � gf! = 0 ) r0 =  p2�m2gf !1=3 1/2 Punkt) Betrahte kleine Auslenkungen u aus der Kreisbahn: r(t) = r0 + u(t) , ) �r = �u .Ansatz einsetzen: �u(1 + f 2) = p2�m2 1(r0 + u)3 � gfEntwikeln: 1(r0 + u)3 = 1r30 1(1 + u=r0)3 = 1r30 �1� 3 ur0 +O(u2)�Um einen harmonishen Oszillator zu �nden, brauhen wir nat�urlih nur die lineareOrdnung u mitzunehmen (mehr war ja auh niht angegeben ;-); einsetzen:�u(1 + f 2) = p2�m2r30 �1� 3 ur0 �� gf 1 PunktJetzt noh das Ergebnis von oben f�ur die Gleihgewihtslage r0 einsetzen, p2�m2r30 = gf ,�u+ " 3gf(1 + f 2)r0# u = 0Die Masse f�uhrt also harmonishe Pendelbewegungen um die Kreisnbahn aus, mit demFrequenzquadrat!20 = 3gr0 f1 + f 2 = 3gr0 sin(�) os(�) 1 Punktdabei wurde benutzt: f1 + f 2 = 1=f1 + (1=f)2 = tan(�)1 + tan2(�) = sin(�) os(�) .�= 6 Punkte
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2 a) F�ur den Quader mit homogener Massendihte � =M=V lautet der Tr�agheitstensor:�ij = � d=2Z�d=2 dx aZ0 dy aZ0 dz [ (x2 + y2 + z2)Æij � xi xj ℄Im einzelnen:�xx = � d=2Z�d=2 dx aZ0 dy aZ0 dz [ y2 + z2 ℄ = �d[ a33 � a+ a � a33 ℄ = 23�da41/2 Punkt�yy = � d=2Z�d=2 dx aZ0 dy aZ0 dz [ x2 + z2 ℄ = �a[ 23  d2!3 � a + d � a33 ℄ = 112�[ d3a2 + 4da4 ℄�zz = �yy (aus Symmetriegr�unden oder durh Ausrehnen)1/2 Punkt�xy = �yx = � � d=2Z�d=2 x dx| {z }= 0 aZ0 y dy aZ0 dz = 0
�xz = �zx = � � d=2Z�d=2 x dx| {z }= 0 aZ0 dy aZ0 z dz = 01/2 Punkt�yz = �zy = �� d=2Z�d=2 dx aZ0 y dy aZ0 z dz = ��d � a22 � a22 = �14�da4Mit � = M=V und V = a2d ergibt sih also�xx = 23Ma2�yy = �zz = 112M [ d2 + 4a2 ℄�xy = �xz = 0�yz = �14Ma21/2 PunktDer Tr�agheitstensor hat also die Form:� = 0BB� �xx 0 00 �zz �yz0 �yz �zz 1CCAStatt �zz kann darin nat�urlih �yy geshrieben werden, und statt �yz auh �zy .
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b) Eigenwerte:det(�� � 1) = det0BB� (�xx � �) 0 00 (�zz � �) �yz0 �yz (�zz � �) 1CCA = 0harakteristishe Gleihung: (�xx � �)[ (�zz � �)2 � (�yz)2 ℄ = 0 1/2 PunktL�osung: �1 = �xx ; �2 � 2��zz � (�yz)2 + (�zz)2 = 0 ) �2;3 = �zz � j�yzj DieHauptmomente sind also:�1 � �1 = �xx = 23Ma2�2 � �2 = �zz � �yz = M12 [ d2 + 7a2 ℄�3 � �3 = �zz +�yz = M12 [ d2 + a2 ℄ 1/2 PunktEigenvektoren: homogenes Gleihungssystem:(�� � 1)e = 0 ; e = 0BB� xyz 1CCA ) (�xx � �)x = 0(�zz � �)y +�yzz = 0�yzy + (�zz � �)z = 0 1/2 PunktEinsetzen der drei Werte f�ur � und jeweils nah x; y; z au�osen:�1 = �xx : e1 = x0BB� 100 1CCA normiert: e1 = 0BB� 100 1CCA�2 = �zz � �yz : e2 = z0BB� 0�11 1CCA normiert: e2 = 1p20BB� 0�11 1CCA�3 = �zz +�yz : e3 = z0BB� 011 1CCA normiert: e3 = 1p20BB� 011 1CCA 1/2 PunktOrthogonal: eiej = Æij .
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) Drehimpulserhaltung:t < t1 : Quader: die x-Ahse ist eine Haupttr�agheitsahse, also ist der Drehimpuls jjex ,mit dem Betrag LQ = �1! = �xx! .Die Punktmasse m hat einen Drehimpuls mit Komponenten in y und z-Rihtung. Diesevernahl�assigen wir. Gesamtdrehimpuls: L = LQ = �3! .t = t1 : m be�ndet sih auf dem Mittelpunkt A der Grund�ahe des Quaders. Drehim-puls: Tr�agheitsmoment von m ist �mxx = m(a=p2)2 = 12ma2 , der Gesamtdrehimpuls istimmer noh jjex , mit dem Betrag L = (�1 + 12ma2)!1 . Erhaltung:!1! = �1�1 + 12ma2 = 23Ma223Ma2 + 12ma2 = 11 + 3m4M 1 Punktt > t2 : m ist Kreissheibe mit Radius R : Tr�agheitsmoment der Kreissheibe ist � =12mR2 , mit Steiner folgt also �mxx = 12m(a2 +R2) . Drehimpulserhaltung:!2! = �1�1 + 12m(a2 +R2) = 11 + 3m4M (1 +R2=a2) 1 Punkt�= 6 Punkte
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3 a) kanonishe Gleihungen:_r = �H�pr ; _s = �H�ps ; _pr = ��H�r ; _ps = ��H�sDamit ergibt sih aus der Hamiltonfunktion:m _r = pr � ps ; m _s = 2ps � pr ; _pr = 0 ; _ps = �m!20s 1/2 PunktImpulse durh Au�osen der Gleihungen f�ur _r; _s :pr = m(2 _r + _s)ps = m( _r + _s) 1/2 Punktb) Kanonishe Gleihungen f�ur _r; _s nohmal ableiten und Konstanz von pr (Erhaltungs-gr�o�e) ausnutzen:m�r = _pr � _psm�s = 2 _ps � _pr ) m�r = m!20sm�s = �2m!20s ) �r = !20s�s+ 2!20s = 0 1/2 PunktDie Gleihung f�ur s ist ein harmonisher Oszillator, allgemeine L�osung:s(t) = s0 os(p2!0t� '0) oder eine �aquivalente Shreibweise. 1/2 PunktDie Gleihung f�ur r l�ost man durh zweimal integrieren:_r(t) = v0 + !20 Z dt s(t) = v0 + !0s0p2 sin(p2!0t� '0)r(t) = r0 + Z dt _r(t) = r0 + v0t� 12s0 os(p2!0t� '0) 1 PunktIm Ergebnis r(t); s(t) steht die korrekte Anzahl von Integrationskonstanten: s0; '0; v0; r0 .
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) Die Lagrangefunktion ergibt sih aus L(r; _r; s; _s) = pr _r + ps _s�H(r; pr; s; ps) .Man mu� die Impulse �uber die kanonishen Gleihungen eliminieren.Es war pr = m(2 _r + _s) ; ps = m( _r + _s) .dies einsetzen und alles ausmultiplizieren ergibtL(r; _r; s; _s) = m[ _r2 + 12 _s2 + _r _s� 12!20s2 ℄ 1/2 PunktMit der neuen Hamiltonfunktion ergeben sih auh neue Impulse ! Die kanonishenGleihungen ergeben jetztm _r = (~pr � ~ps)�m!0sm _s = (2~ps � ~pr) + 2m!0s ) ~pr = m(2 _r + _s) = pr~ps = m( _r + _s)�m!0s = ps �m!0s1/2 PunktEinsetzen dieser Impulse in fH liefert:fH = 12m(ps �m!0s)2 + 12m(ps � pr �m!0s)2 + 32m!20s2 + !0s(2ps � pr � 2m!0s)= 12mp2s + 12m(ps � pr)2 + 12m!20s2= HDie neue Lagrangefunktion ist damiteL = ~pr _r + ~ps _s�H= pr _r + ps _s�H �m!0s _s= L �m!0s _s 1/2 PunktDi�erenz der Wirkungen: ist eine Konstante, denneL � L = dfdt ; eL � L = �m!0s _s ) f = �12m!0s2 1/2 PunktBeahte: !0 , niht etwa !20 in f . f hat Dimension Energie�Zeit. �= 5 Punkte
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4 Antworten auf Fragen: je 1/2 Punkt(1) Durh die Verwendung geeigneter generalisierter Koordinaten werden Zwangsbedin-gungen automatish ber�uksihtigt.(2) Aus dem (Hamiltonshen) Prinzip der kleinsten Wirkung.(3) Symmetrien der Lagrangefunktion: Invarianz unter zeitlihen Vershiebungen (Homo-genit�at der Zeit ! Energie), r�aumlihen Vershiebungen (Homogenit�at des Raumes !Impuls), Drehungen (Isotropie des Raumes ! Drehimpuls).(4) Zu einer kontinuierlihen Symmetrie der Lagrangefunktion (wie die unter (3) genann-ten) korrespondiert eine Erhaltungsgr�o�e. (Diese wird vom Noethertheorem de�niert).(5) Eine Sheinkraft ist eine Kraft, die aus der beshleunigten (niht gleihf�ormigen) Be-wegung des Bezugssystems (Niht-Inertialsystems) resultiert.Beispiele: Zentrifugalkraft, Corioliskraft, Tr�agheitskraft im rotierenden System; kon-stante Sheinkraft im linear beshleunigten System.(6) Mit der Hamiltonfunktion H ist dies dfdt = f f;Hg = 0 . �= 3 Punkte
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