Musterlosung zur Nachklausur Theorie B SS 2003
a) Generalisierte Koordinaten:
v = rcos(p) i = 7cos(¢) — rosin(e)
y = rsin(¢) = ¢ = rsin(¢) + récos(d))
r
= tan(a) rf ¢ o= 0f

1
Kinetische Energie: T = im(x2 + 9% + 2%

Koordinaten einsetzen und ausmultiplizieren,

T = Sm [P0+ 1)+ ()]

Potentielle Energie: U = mgz = mgrf
Also lautet die Lagrangefunktion:

L0 #,0,0) = m [FP(1+ ) + 16 = 207

Generalisierte Impulse:

oL

)
= — =mr

2 0 ¢

pr = %:mf(lefZ)

Lagrangegleichungen:

d oL

=g = T+ ) =rd—gf

und
a o
at’ = 9

Das heifit, pg = const. ist eine Erhaltungsgrofle.
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b)

Eliminiere ¢ {iber den erhaltenen Impuls (der die Rolle einer Integrationskonstanten
(«+» Anfangsbedingung) spielt):

po = mrip = const. = ¢ = p;g einsetzen = (1 + f%) =
mr

s 9t

Kreisbahn: r =1rqg=-const., 7 =7 =0,

2 2 1/3
Py Py
<m2r8 gf) "o <m29f>

Betrachte kleine Auslenkungen u aus der Kreisbahn: r(t) = ro +u(t), = ©#=1.

2
1
Ansatz einsetzen: (1 + f*) = %m —gf
1 1 1 1 u
Entwickeln: == =3 |1 -3+ 0
ntwickeln (o +uP  r(ltufr? 1 - + O(u”)

Um einen harmonischen Ostzillator zu finden, brauchen wir natiirlich nur die lineare
Ordnung u mitzunehmen (mehr war ja auch nicht angegeben ;-); einsetzen:
2
.. Py U
i1+ f? :—{1—3—} —
1+ /) i o

Jetzt noch das Ergebnis von oben fiir die Gleichgewichtslage ry einsetzen, Po _ qgf,
m

. 39f B
o [(Hf?)ro] =t

Die Masse fiihrt also harmonische Pendelbewegungen um die Kreisnbahn aus, mit dem

Frequenzquadrat
3 3

wy = 39_J 5 = 29 sin(a) cos(«)
To 1+ f To

f 1/f tan (o)

dabei wurde benutz: — —
WP T R TR (/72 T T+ tank(a)

= sin(«a) cos(a) .
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a) Fiir den Quader mit homogener Massendichte p = M/V lautet der Trégheitstensor:

d/2

0:; = p / dx/dy/dz[(m2+y2+22)5ij—@“i%‘]
—d/2 0 0

Im einzelnen:

s r r a’ a? 2
O = p / dx/dy/dz[y2+z2]:pd[§-a+a-§]:§pda4
—d/2 0 0

iy r r 2 (d\’ a? 1
Oy = p/dx/dy/dz[a:2+z2]:pa[—<—> ca+d-—]=—p[d*a* + 4da*]
3\ 2 3 12
—d/2 0 0
O, = Oy (aus Symmetriegrinden oder durch Ausrechnen)

d/2

Oy = @yx:—p/xdx/ydy/dz:O
—d/2 0 0
=0
d/2 a a

O, = @zx:—p/xdx/dy/zdz:()
0

—d/2 0
0

d/2 a a
a’> a®

1
Oy = Oy, =—p / dx/ydy/zdz :—pd-E-E:—Zpdcfl
—dj2 0 0
Mit p = M/V und V = a*d ergibt sich also

2
O, = =Ma?
s Ma

1
w = 0. = EM[d2 + 4a” ]

Der Tragheitstensor hat also die Form:

Oy 0 0
o= 0 o. o,

Statt ©,, kann darin natiirlich ©,, geschrieben werden, und statt ©,, auch ©,, .



b) Eigenwerte:

(Opr — A) 0 0
det(© — A1) = det 0 (0., —\) Oy =0
0 Oy (©.. —A)

charakteristische Gleichung: (0., — A\)[(0,, — A)? — (0,.)*] =0

Losung: A\ = 0O,, , A —2)0,, — (@yz)2 +(0..)°=0 = A3 = 0,, £1]0,,| Die
Hauptmomente sind also:

2
/\1 = Gxx = gMCLQ

O,

M
@2 = )\2 = @zz — @yz = E[d2+7a2]
M

@3 = /\3:®zz+@yz = E[dz—Faz]

Eigenvektoren: homogenes Gleichungssystem:

T (O —A)x = 0
(@—)\1)620 y €= Y = (@zz_/\)y+@yzz =0
< Opy+ (0., — Nz = 0

Einsetzen der drei Werte fiir A und jeweils nach x, y, 2 auflosen:

1
M=0,  e=z| 0 normiert: e; = | 0
0 . 0
N=0,,—0,, : ea=2z| —1 normiert: ey = —| —1
2 y 2 2 \/g
1 1
0 . 0
AM=0,,+0,, : es=2z| 1 normiert: e3 = —| 1
3 y 3 1 3 o) 1

Orthogonal: e;e; = d;; .



c)

Drehimpulserhaltung:

t < t;: Quader: die x-Achse ist eine Haupttrigheitsachse, also ist der Drehimpuls ||e, ,
mit dem Betrag L9 = O,w = 0,,w.

Die Punktmasse m hat einen Drehimpuls mit Komponenten in y und z-Richtung. Diese
vernachlissigen wir. Gesamtdrehimpuls: L = L9 = 5w .

t =ty : m befindet sich auf dem Mittelpunkt A der Grundfliche des Quaders. Drehim-
puls: Tréigheitsmoment von m ist ©7, = m(a/v/2)* = 1ma®, der Gesamtdrehimpuls ist
immer noch ||e, , mit dem Betrag L = (01 + $ma?®)w; . Erhaltung:

wi 0, %Ma2 1

= = = 1 Punkt
w  O1+3ma®  ZMa?+ima® 1432

t > ty: m ist Kreisscheibe mit Radius R: Trdgheitsmoment der Kreisscheibe ist © =

smR?, mit Steiner folgt also O, = Tm(a? + R?). Drehimpulserhaltung:

W2 @1 1

w 01 + sm(a®> + R?) - 14 22(1+ R?/a?)
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a) kanonische Gleichungen:

. OH . OH ) oH ) OH
T = S = R — —_— — —
apr ) aps y  Pr ar y  Ps 88
Damit ergibt sich aus der Hamiltonfunktion:
m%:pr_ps ) mé:st_pr ) pr:() ’ ps:_mwgs

Impulse durch Auflésen der Gleichungen fiir r, s:

pr = m(2r+$)

ps = m(r+3$)

b) Kanonische Gleichungen fiir 7, § nochmal ableiten und Konstanz von p, (Erhaltungs-
grofle) ausnutzen:

mr = P, — Ps mi = 1mwgys f:wgs

= =
mi = 2ps — P, ms = —2mwis §42wis=0

1/2 Punkt
Die Gleichung fiir s ist ein harmonischer Oszillator, allgemeine Ldsung:

s(t) = s cos(V 2wt — y) oder eine dquivalente Schreibweise.

Die Gleichung fiir » 16st man durch zweimal integrieren:

r(t) = wvo+ wg/dts(t) = + 0% sin(v/2wot — o)

V2

1
r(t) = ro+ /dtf(t) =1+ vt — 550 COS(\/§W0t — ¥o)

Im Ergebnis r(t), s(t) steht die korrekte Anzahl von Integrationskonstanten: sq, g, vo, 7 -



c)

Die Lagrangefunktion ergibt sich aus L(r, 7, s, $) = p.7 + pss — H(r, py, 8, Ds) -
Man muf} die Impulse {iber die kanonischen Gleichungen eliminieren.

Es war p, = m(27 4 3) ,ps = m(F + 3).

dies einsetzen und alles ausmultiplizieren ergibt

1 1
L(r, 7, 5,8) =m[r? + 55"2 +7s5— iwgsz]

Mit der neuen Hamiltonfunktion ergeben sich auch neue Impulse! Die kanonischen
Gleichungen ergeben jetzt

mi = (pr — Ps) — Mwps P = m(2r+$) =p,

ms = (2ps — Pr) + 2mwys Ds = m(r+§) — mwys = ps — Mwys

Einsetzen dieser Impulse in H liefert:

—~ 1 1 3
H = %(ps — mwps)? + %(ps — P — Mwps)? + imwgsz + wos(2ps — pr — 2muwps)
1 1 1
= gl gy P TP e
= H

Die neue Lagrangefunktion ist damit
L = pr+ps—H

= P74+ psS —H — mwyss

= L — mwyss

Differenz der Wirkungen: ist eine Konstante, denn

PV

_ , 1
[,—E—dt , L—L=—mwyss = f:—§mw032

Beachte: wy, nicht etwa w? in f. f hat Dimension Energiex Zeit.
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Antworten auf Fragen: ‘je 1/2 Punkt‘

(1)

(2)
(3)

(6)

Durch die Verwendung geeigneter generalisierter Koordinaten werden Zwangsbedin-

gungen automatisch berticksichtigt.
Aus dem (Hamiltonschen) Prinzip der kleinsten Wirkung.

Symmetrien der Lagrangefunktion: Invarianz unter zeitlichen Verschiebungen (Homo-
genitit der Zeit — Energie), rdumlichen Verschiebungen (Homogenitit des Raumes —

Impuls), Drehungen (Isotropie des Raumes — Drehimpuls).

Zu einer kontinuierlichen Symmetrie der Lagrangefunktion (wie die unter (3) genann-

ten) korrespondiert eine Erhaltungsgrofie. (Diese wird vom Noethertheorem definiert).

Eine Scheinkraft ist eine Kraft, die aus der beschleunigten (nicht gleichformigen) Be-
wegung des Bezugssystems (Nicht-Inertialsystems) resultiert.
Beispiele: Zentrifugalkraft, Corioliskraft, Triagheitskraft im rotierenden System; kon-

stante Scheinkraft im linear beschleunigten System.

d
Mit der Hamiltonfunktion H ist dies d—{ ={fH}=0.
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