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Klausur Theorie B SS 2004 15.7.04

1 Eine masselose Stange kann frei in der xy-Ebene rotieren; der Winkel mit der x-Achse sei

φ(t). Eine Perle der Masse m bewegt sich frei entlang der Stange. Die Entfernung der Perle

vom Ursprung sei r(t). (Es wirkt keine Schwerkraft.)

(a) Geben Sie die Lagrange-Funktion für die Koordinaten r, φ an und bestimmen Sie die

Bewegungsgleichungen. Welche physikalische Größe ist erhalten? Benutzen Sie diese, um

φ̇ zu eliminieren und zu zeigen, dass r(t) die Differentialgleichung r̈ r3 = B = Konstante

erfüllt. (3 Punkte)

(b) Zeigen Sie, dass r(t) =
√

a(t+ b)2 + c die Lösung dieser DGL ist, und drücken Sie c

durch a und B aus. Benutzen Sie nun die obige Erhaltungsgröße, um die allgemeine

Lösung für φ(t) zu bestimmen. Es gilt
∫

dx
x2+A2 = 1

A
arctan x

A
. (3 Punkte)

(c) Zeigen Sie, dass mit den Anfangsbedingungen r(0) = r0, ṙ(0) = 0, φ(0) = 0, φ̇(0) = ω0

sich die Lösung r(t) = r0

√

1 + ω2
0t

2 und φ(t) = arctanω0t ergibt. (2 Punkte)

Schreiben Sie dieses Resultat in kartesischen Koordinaten (Hinweis: tanφ = y

x
), und

erklären Sie das Ergebnis physikalisch. (1 Punkt)

2 Gegeben sei die Hamilton-Funktion H =
pxpy

2m
+ 2mω2xy.

(a) Stellen Sie die kanonischen Bewegungsgleichungen (Hamilton-Gleichungen) auf, und

bestimmen Sie die allgemeine Lösung. (3 Punkte)

(b) Wie lautet die Lagrange-Funktion L(x, ẋ, y, ẏ)? (2 Punkte)

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Poisson-Klammer {A,B} =
∑

i

[

∂A

∂pi

∂B

∂qi

− ∂A

∂qi

∂B

∂pi

]

, dass die

Größe R = x2 +
p2

y

4m2ω2
erhalten ist. (2 Punkte)

3 (a) Welche Eigenschaften haben die Eigenwerte λi und die Eigenvektoren a
i einer (reellen)

symmetrischen Matrix? (1 Punkt)

(b) Zeigen Sie, dass λ = 0, 4, 6 die Eigenwerte zu M =

(

3 −2 1

−2 4 2

1 2 3

)

sind, und bestim-

men Sie den normierten Eigenvektor zu λ = 0. (4 Punkte)

4 Gesucht ist die Gleichung für den kürzesten Weg (Geodäte)

zwischen zwei Punkten A,B auf der Oberfläche eines Kegels

x = z cos θ, y = z sin θ.
zx

θ

y

B

A

(a) Zeigen Sie (ds)2 = 2(dz)2 + z2(dθ)2, wobei ds das Längenelement einer Linie auf der

Kegelfläche ist. (2 Punkte)

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Variationprinzips eine DGL für θ(z) für die Geodäte, und

berechnen Sie deren allgemeine Lösung. Es gilt
∫

du
√

u4
−u2

= arctan
√
u2 − 1 . (3 Punkte)

Bringen Sie schließlich das Ergebnis in die Form z(θ) und vereinfachen Sie die trigono-

metrischen Funktionen soweit wie möglich. (1 Punkt)


