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1. Atwood’sche Fallmachine mit einer massiven Rolle
(1a) Die kinetische Energie lautet

mlz% m2z§ ](bQ

T = —
2 2 2
Die Zwangsbedingungen liefern
29 =const —z; = —%
und '
Ro =%
Dann gilt

2 2R?
Das Trigheitsmoment des Zylinders ist durch I = M R?/2 gegeben. Dann gilt

2

T =

Die potenzielle Energie lautet
U = mygz1 + magze = (Mmy — my)gz1 + const
Die Lagrange-Funktion ist

(my +mo + M/2)23

L=T-U-= 5 — (m1 —ma)gz1
Fiir die Bewegungsgleichung %g—i = g—le erhalten wir

(mq +mg + M/2)%; = —(my —ma)g

Die Beschleunigung ist
(my —ma)g
(m1 + mq + M/Q)

21:—



(1b)
Die Kraft Ky, die auf m; wirkt ergibt sich aus

miz = —myg + K

Das ergibt
N 2m1m2 + mlM/Q

K. —
! m1+m2+M/29

Analog erhalten wir
_ 2mimgy +moM /2

K, —
2 my + mg + M/2 g
Das Drehmoment ist ( \ML/2
meo — M
N=R(Ky,— K;) = R
(7 1) m1+m2+M/2g

Alternativ kénnen wir das Drehmoment aus der Relation L = I <;5 = N bestimmen und
finden dasselbe Ergebnis.

2. Tragheitstensor
(2a) Wir erhalten

L, =2(m+ MV  I,=2m+Ma* IL,=2(m+ M)(a®+b

L, = I,, = 2ab(m — M)

Alle andere Elemente sind 0.
Also lautet der Tragheitstensor

) 20%(m + M) 2ab(m — M) 0
I = 2ab(m — M) 2a*(m + M) 0
( 0 0 2(m+M)(a2+b2))

(2b) Es ist klar, dass I3 = I, = 2(m+ M)(a*+b?). Um I, und I, zu finden miissen wir die
folgende Gleichung l6sen

op (2P M)~ T 2ab(m— M)
© 2ab(m — M) 2a*(m+ M) -1, ) —

Das ergibt
I} —2(a® +b*)(m + M)I}, + 16a*b* Mm = 0

und

Lijp = (a> +0*)(m+ M) £ \/(CLQ + b62)2(m + M)? — 16a?b>Mm

(2¢) Da I block-diagonal ist, ist der Vektor (0,0,1) ein Eigenvektor mit dem Eigenwert I3.
Die beiden anderen Eigenvektoren ergeben sich aus

(o ™ a0 20 ) (5)



und wir erhalten
Y 21)2(771—1—]\4)—111‘C
tanay = — =

Ty, 2ab(M — m)

wobei ist ay der Winkel zwischen der Hauptachse k und der x-Achse. Das ergibt

) (1% — a®)(m + M) F /(a2 + b2)2(m + M)? — 16a262 Mm
an e = 2ab(M — m)

Fiir a = b ergibt dies tan oy, = 1. Die Hauptachsen sind also die Diagonalen des Quadrats.
Fiir M = m erhalten wir tan oy, = 0, co. Die Hauptachsen sind also die x- und y-Achsen.

3. Hamilton-Funktion — Lagrange-Funktion
(3a) Die Hamilton’sche Bewegungsgleichungen lauten

T = oH _ P +a
 Op,  m Py
0H p,
= 5. — +apm
Opy
__oH _ oU
Pa or  Or
O0H oU

(3b)
Wir benutzen Matrizen

1 2 [ Pz
wobei )
S 1/m a
T_< a 1/m>

Die zwei ersten Hamilton’schen Gleichungen lauten dann
DY (P
Y Dy
o\ [ Pe
H=(z — L
(¢ 0) ()
o .o Pz . _1 .o S 1 T .
L= (a0) (2)-n=g eyt (§) -0

Die invertierte Matrix lautet

-1 1 1/m —a '\ 1 m  —am?
T 1/m?2—a?\ —a 1/m ) 1—m2a \ —am® m

gilt



SchliefSlich lautet die Lagrange-Funktion

ma? may? am?iy

L= — -U
21— mPad) | 21— mPa?)  (1—ma) (z.y)
4. Geodite
(4a) Da z = ar? gilt
dz = 2ardr
Dann
di* = r*d¢* + (1 + 4a’r?)dr®
Die Linie ist durch r(¢) parametrisiert. Mit dr/d¢ = r’ gilt
dl = d¢\/r2 + (1 4 4a?r?)r?
Das Funktional, das die Lénge der Linie bestimmt, lautet
L= / doF (r, ")
wobei
F(r,r") = \/r2 + (1 + 4a?r?)r'?
Die Euler-Lagrange-Gleichung lautet
d OF  OF
do Or'  Or
Das ergibt
d (1 + 4a®r?)r’ B (1 + 4a’r")r
do \/7*2 + (1 + 4a®r?)r? \/7’2 + (1 + 4a?r?)r'?

Nach der (nicht verlangten) Vereinfachung ergibt das

rlrr” (1 + 4a®r?) — 2r?(1 + 2a*r?) — r?

=0
(r2 + (1 + 4a2r?)r2)3/2

(4b) Da F' unabhingig von ¢ ist, ergibt sich der ”Erhaltungssatz”

oF
7"% — F = const

Dann

(1 + 4a’r?)r’
\/r2 + (1 + 4a®r?)r?

— \/7“2 + (1 + 4a?r?)r? = const

Daraus folgt

7,2

\/7“2 + (1 4 4a?r?)r?

= const




Die Differenzialgleichung, also, lautet

4,2
9 Crt—r

1+ 4a2r2

wobei ¢ eine zu bestimmende Konstante ist (¢ > 0).
5. Zylinder in einem Hohlzylinder
(5a) Die kinetische Energie T' besteht aus der Schwerpunktsenergie T und der Rotations-

energie Tx. Es gilt
2

mu
Te=—5~
wobei v = (R — r)f. Also gilt '
T — m(R — r)?0?
2
Die Winkelgeschwindigkeit des kleinen Zylinders ist
Y Ll
r r

Dann lautet die Rotationsenergie

0?2 _ lmr2 (R — 7")29-2 _ m(R —r)%0°
2 2 2 r? 4

Die gesamte kinetische Energie ist dann

Thr =

Die potenzielle Energie ergibt sich als
U=mgz=—mg(R —r)cosf + const

Die Bewegungsgleichung lautet
3 .
§m(R —7)?0 = —mg(R — ) sinf

oder 3

§<R —7)f = —gsinf

(5b) Der Drehmoment beztiglich der Beriihrenslinie ist
N = —mgrsin 6

Das Drehimpuls beziiglich derselben Linie lautet

L=10
wobei nach dem Steiner’schen Satz I’ = I +mr? = (3/2)mr?
Also gilt
3 R—1r.
L=—-mr? oy
2 r

Wir benutzen L = N und erhalten dieselbe Bewegungsgleichung wie in (5a)



6. Prizession durch die Euler Gleichungen
(6a)
Bei t = 0 haben wir

A
Il
31

N

DL
I
Sy

8

S
Il
3

<

Dann fiir t > 0 gilt

€1 = cos st n, + sin st 17,

5 = —sin Qst 17, + cos st 71,

Die Schwerkraft lautet K = —mgri,. Das Drehmoment lautet
N =i, x K = —mgli,
Wir driicken 77, durch €] und €5 aus:
1, = sin st €] + cos 3t €5
Also .
N = —mgl(sin Qst &) + cos Qst €5)

(6b) )
Da N3 = 0 und I; = I; besagt die dritte Euler Gleichung, dass €23 = 0. Also 623 = 0. Die
zwei anderen Euler Gleichungen lauten jetzt

AQQ + ]1(21 = —mgl sin Qgt

—AQ + [, = —mgl cos (23t

wobei A = (I3 — 1) (Q3 ist erhalten, deswegen sind die zwei Gleichungen linear).
Wir versuchen den Ansatz
Oy = acos st + bsin 3t

Q9 = ccos st + dsin O3t

Dann gilt ¢ = b = 0. Fiir a und d erhalten wir

mgl
a =
1502
J— mgl
L
Dann gilt
~ [
002 = ;né (cos Qst €7 — sin 3t €3)
3343
(6¢) Im raumfesten Koordinatensystem ergibt das
=~ mgl
0 = ——n,



