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Musterlosung zur Nachklausur

1. Lagrange-Funktion — Hamilton-Funktion
(1a) Die erste Bewegungsgleichung lautet

4oL _or
dtox  Ox '
Das ergibt
d (mi + ag) b i ou
—(mz+ay) =mi+ay=———.
dt 4 4 Ox
Analog lautet die zweite Bewegungsgleichung
i i ou
my + af = —— .
Y ay
(1b)
Wir benutzen Matrizen
1 ~ T
L= é(x y)T<y> —U(z,y)

wobel

T:<ma>.
a m

Die verallgemeinerte Impulse lauten dann

()= () -7 ()

Da .
T
und .
(53
Y Dy
gilt

Die invertierte Matrix lautet



SchlieBlich lautet die Hamilton-Funktion

2 2
mp; + mpy _ apxpy

H= 2(m? —a?)  2(m?—a?) (m?—a?)

+U(x,y) .

2. Kleine Schwingungen
(2a) Die Lagrangefunktion lautet

m., . , k k
L= 4+ 83) — 2+ ) — o — )
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich als

m:i’l = —kl’l — ]{Zl(.’lfl — .I‘Q)

mi‘g = —k?l‘g + k’l(fL'l — l‘g) .

(2b) Aus Symmetrie-Griinden wird klar, dass die Eigenmoden die Summe ¢; = 21 + 25 und
die Differenz ¢ = x1 — x5 sind. Die Summe der zwei Bewegungsgleichungen lautet

mag, = —kq .

Also, ergibt sich die Eigenfrequenz der ersten Eigenmode als w} = k/m.
Analog lautet die Differenz der Bewegungsgleichungen

Die zweite Eigenfrequenz ist dann w3 = (k + 2k;)/m.
(2c) Wir stellen die Lagrangefunktion in der Matrix-Form dar

1
L = 5 (Tiydit; — Viizy)

10
T_m<o 1)

wobei
und

Die Bewegungsgleichungen lauten
Tiji; — Vija; = 0.

Die Eigenfrequenzen werden aus der folgenden Gleichung gefunden
det(V — w?T) =0 .

Das ergibt

k‘+k‘1—w2m —k?l o
det( kb ket ky—w?m ) =0



und
k:+k:1—w2m:ik1 .

Daraus ergeben sich die Eigenfrequenzen als

k
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Als néchstes bestimmen wir die Eigenvektoren aus

(V — wZT)ijajn =0.

1 -1 aiy .
o))

Also a1 = as1. Analog erhalten wir fiir n = 2 die Relation a5 = —ass.

Firn =1, w? = % ergibt das

3. Fallmaschine mit einer massiven Rolle
3a) Die kinetische Energie lautet

T — mlz% mz.’lf% i [¢2
2 2 2

Die Zwangsbedingungen liefern
To =const+ 2z, To = %
und '
R =%
Dann gilt
2 2R?
Das Triigheitsmoment des Zylinders ist durch I = M R?/2 gegeben. Dann gilt

T =

2
Die potenzielle Energie lautet
U=migz

Die Lagrange-Funktion ist

M/2)i3
L=T-U= (m1+m22+ [2)4 — gz
Fiir die Bewegungsgleichung %g—zﬁ = g—le erhalten wir

(m1 + mq + M/Q)Zl = —m1g

3



Die Beschleunigung ist

5 o— mig
YT (my +ms + MJ2)
(3b)
Die Kraft Ky, die auf m; wirkt ergibt sich aus
mlél = —m1g + K1
Das ergibt
K, — mimg + myM/2 ;
my + mo + M/2
Analog erhalten wir
mi1me
K2 -

B my + mo + M/2 g
Das Drehmoment ist

mlM/Z

N = R(ol = |l =~

gR

Wir sehen auch, dass L = I = N.

4. Tragheitstensor
(4a) Erst bestimmen wir die Position des Schwerpunktes. Wir erhalten

2m-2a+m-0+m-0
g = Q
4dm

Zc

und
m-4a-+2m-0+m-0
=a

4dm

Also befindet sich der Schwerpunkt am Ort (a, a,0).
Fiir die Matrixelemente des Tragheitstensors beziiglich des Schwerpunkts erhalten wir dann

Ye

L. = [m(3a)* + ma®] + [ma® + ma®] + [2ma® 4 2ma?] = 16ma® ,

L., = 16ma® — ma® — ma® — 2ma® = 12ma*

I, = 16ma® — m(3a)® — ma* — 2ma* = 4ma* ,

L, = Iy = —(=3ma® + ma* — 2ma®) = 4ma® .

Alle andere Elemente sind 0.
Also lautet der Tragheitstensor

R 310
I=4ma®>| 110
0014



(4b) Es ist klar, dass I3 = I, = 16ma?. Um I; und I, zu finden miissen wir die folgende

Gleichung 16sen
33— 1 B
det < 11—, ) =0

iy —dip, +2=0,
i =2+V2,

mit I, = 4ma?i;,. Das ergibt

und
L)y = 4ma®*(2 £ V?2) .

(4c) Da I blockdiagonal ist, ist der Vektor (0,0,1) ein Eigenvektor mit dem Eigenwert [3.
Die beiden anderen Eigenvektoren ergeben sich aus

() )

Yk .
tanay = =— =i, — 3
Ty,

und wir erhalten

wobei ay der Winkel zwischen der Hauptachse k& und der z-Achse ist. Das ergibt
tan g = V2 -1

tanas = —V2 —1

5. Corioliskraft und Zentrifugalkraft

Abbildung 1: die Erde.

Die Corioliskraft ist

Die Zentrifugalkraft ist

Die Winkelgeschwindigkeit Q ist

O =0¢, = —Qcoshe, + Qsin 6,



(a)

Fiir die Bewegung in die z’-Richtung (von Siiden nach Norden) gilt v = —ve,, und
Ko = 2mQusinfe,

Da die Kraft positiv ist, ist sie nach Osten ausgerichtet.
Um die Zentrifugalkraft zu bestimmen brauchen wir 7= Re,/, wobei R der Radius der Erde

ist. Dann gilt
Kz = mQ?R cos 0cos 0., + sin 0€,,] = mQ* R cos €,

(b)

Fiir die Bewegung in die y-Richtung (von Westen nach Osten) gilt ¥ = ve, und
Ko = —2mQue, = —2mQu [cos 0€., + sin Oé,. |

Die Zentrifugalkraft ist dieselbe wie in (a)



