Theorie B (SS 2006)
Musterlosung Nachklausur 30.10.06

Impulse:
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Hamiltonfunktion:
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Geschwindigkeiten in H ersetzen: Summe und Differenz der Impulse bilden:
. . . Ds — Dz
r — Ps) — - M = -
(b2 — ps) = ms — M =t
. . . Mpx — Mps . Mpx — Ps
Mp, —mp,) = Mmi —m*s = =— = =
(Mp, —mps) mi —m°x Y — &=
1P

Damit folgt
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Lagrangegleichung;:

i@_ﬁ_@_ﬁ = g[mﬁ']——ml
dtop — Op dt pl=mge

- [
= 2mlip+mip+mele =0 = $+26+5p=0
I(t) =lpe® = [ =alpe = al(t)

= | ¢+ 200+ lge_“tcp =0
0

1P

Der folgende Ansatz funktioniert. (Wenn ein Ansatz nicht funktioniert, sollte man das weiter

unten (be)merken!)

ql(t) = bleiQt s l = 1,2

1P
Ansatz ableiten und einsetzen:
ql(t) — _QQ bl eiQt
die e’-Faktoren fallen raus, es ergibt sich ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten by, by ,
— by + wi(201 —by) = QPby (2% —2w2) (2 +wd) by 0
= =
— %y + w2 (2by — by) = Q% (2 +wg) (22 —2w5) ) \ by
0.5 P

Die Eigenfrequenz ergibt sich aus der Bedingung fiir eine nichttriviale Losung,
det()=0 = (%222 - (P +w)?*=0

A>-B*=(A-B)(A+B) =

(2= 22— P =) (VP =224+ P2 4wd) =0 = (—3wD)(22—wd) =0 = |[Q=+-2

V2

0.5 P

Da man das Vorzeichen nicht zur Eigenfrequenz zéhlen wiirde, gibt es also nur eine, €; = [Q].
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Die geeigneten Koordinaten sind natiirlich Relativ- und Schwerpunktkoordinaten:

Relativ: r= Uy — Uy (genauso gut: = u; — uy)
1
Schwerpunkt: s = i e —(uy + u2) (genauso gut: s = uy + uy)
m+m 2

Alte durch neue Koordinaten ausdriicken:

1
(r+2s) = 2uy U = S— =T
%
(r—2s) = —2u Uy = s—i—ér
Einsetzen in die Lagrangefunktion:
1 1 1 D
1
942 | 2
$° + 27’
D
= | L(r,s,7,8) =m(5)*+ %(7’“)2 — 57“2

Mit Gesamt- und reduzierter Masse nimmt dies die tiibliche Form an:

m-m m 1 1 D
_ :_M'Q o2 =2
5 = | L 5 $ +2,ur 2r

1P

0.5 P

0.5 P
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Uber Lagrange:
1

1
T=-0¢, U= Dz’
2 2
x ist die (kleine) Auslenkung der Feder aus der Ruhelage. Fiir kleine z und ¢ ist = = Ry,

. 1 . 1
= Lp,p) = 59(@2 — QDRQsoz

1P
Lagrangegleichung;:
d, . . DR?
108l =—DR¢ = |3+uwip=0, wi=—5
0.5 P
Uber den Drehimpuls:
L=0w=0¢ye,
0.5 P

Das durch die Feder ausgeiibte Drehmoment ist
N=rxF=R|F|(—e.), |[F|=Dzx~DRy = N=—e, DR

Die Richtung —e, von N ergibt sich dadurch, daf$ fiir ¢ > 0 die riicktreibende Kraft F der Feder

tangential in mathematisch negative Richtung zeigt. 1P

Die Bewegungsgleichung steht in der Formelsammlung,

d d
P = 4[©99] R

@ Die Annahme bedeutet, dafl der “Stofl” zumindest teilweise inelastische sein mufl. Das wird
klar im Grenzfall @« — 90°: Der Zylinder wiirde bei einem elastischen Stofl zuriickprallen, die An-
nahme impliziert aber, daf er einfach stehen bleibt. In diesem Fall wird die kinetische Energie und

der Schwerpunktimpuls komplett vernichtet (von der offenbar elastischen Rampe aufgenommen).

Im Allgemeinen, fiir 0 < o < 90°, kann also die Energie und der Schwerpunktimpuls nicht erhalten

sein (aufler im Grenzfall a = 0). 1P

Der Drehimpuls ist allerdings erhalten, genau genommen L¢ beziiglich des Punktes @), denn die
Rollbewegung des Zylinders um den Punkt ¢ (und in mathematische negativer Richtung, fiir
v > 0) ist frei. Dies ist auch fiir @ = 90° der Fall, nur ist dann Ly = 0. 1P
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Die Bewegungsgleichung fiir K'S spezialisieren fiir

w=we,, w=0, F=0

T 0 T 0 0 T
= ij = 210 x|yl —-10]x10]| x|y
Z w z w w z
—wy 0 —wy
= =2 wz | —|0] X wx
0 w 0
¥ 2w wix Loy
= g =|-2wi |+ || = j-wytr2wi = 0
Z 0 0

1P

2

Mit der Annahme ¢y < wz kann 2wy gegen w”x in der ersten Gleichung vernachléssigt werden.

<L wr = , 2=0
y—wy = —2wx

0.5 P

Hintergrund: Fiir kleine Zeiten ¢ ist die Geschwindigkeit der Masse noch klein, und der Ort in K.S
ungefahr durch z(t) ~ x, y(t) ~ 0 gegeben. Es kann aber nicht & < wy angenommen werden,
da # und wy beide klein sind !

Die Gleichung fiir = 148t sich offenbar direkt 16sen: Exponentialansatz,

z(t) = M= N—WrP=0 = [ A=x1w]| = 2(t) = Ae*' + Be '

Mit den Anfangsbedingungen fiir = vereinfacht sich das noch,

1
2(0) =20 = A+B , #(0)=0=w(A-B) = A=B=cx = |a(t)= )

Die Gleichung fiir y ist dieselbe, aber ergénzt um z als “externe Kraft” :

z(t) = %(e“t —e ) = |- Wy = —zew?(et — e )

0.5P
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Hinreichend fiir die Erhaltung der Energie ist eine Lagrangefunktion, die nicht explizit von
der Zeit abhéngt.

Hinreichend fiir die Erhaltung einer Impulskomponente p; ist eine Lagrangefunktion, die invariant
ist unter rdumlichen Verschiebungen z; — (x; — a;), a; = const. ((In diesem Fall liefert die

Lagrangegleichung ja auch p; = g—é =0.))

Hinreichend fiir die Erhaltung einer Drehimpulskomponente L; ist eine Lagrangefunktion, die in-
variant ist unter Drehungen um die x;-Achse, r +— D;(¢)r. ((Fiir einen Beweis kann man z.B.
Polarkoordinaten einfithren, wobei die x;-Achse die Rolle der z-Achse iibernimmt. Der Azimut-

winkel ¢ ist dann zyklisch, und die Lagrangegleichung liefert L; = 0 ))

Damit folgt sofort: L1 : E und L, erhalten, 1P
Lo : nur F erhalten, 1P
Ls : p und L erhalten. 1P

E Mit der zeitabhéngigen Kraft F(t) = F(t)e,:

Llr i t) = %m(i‘)Q Lo F(@)

denn die Lagrangegleichung liefet so genau die Newtongleichung zuriick:

doL oL

= mi=Ft)e, = /
Genausogut 148t sich mit

L=T-U, F=-VU = U(,t)=—-xF()

argumentieren. 1P

Ist die Kraft zusétzlich z-abhéngig, liefern die Argumente von oben

1
L(r, 7, t) = §m(1'")2 +/dx F(z,t) + const.

_ %m(f)2+ / da’ F(a', 1)

xro=const.

1P




