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Aufgabe 1 11 Punkte

Ein Fahrzeug ist mit der Menge J Treibstoff betankt. Der Treibstoffverbrauch pro Zeiteinheit
betrage

d
d—‘i = av + b2,
wobei v(t) die Geschwindigkeit des Fahrzeugs ist (a, b sind positive Konstanten). Zu Beginn der
Fahrt sei v(0) = 0. Bestimmen Sie dasjenige v(t), fiir welches die zuriickgelegte Distanz D bei
vorgegebener Zeit T' maximal wird.
Hinweis: Bestimmen Sie das Funktional D[v], welches die zuriickgelegte Distanz wiedergibt. Die
Nebenbedingung kénnen Sie durch folgenden Trick einbauen: Fordern Sie fiir einen beliebigen Pa-

rameter \ stationires Verhalten des Funktionals D[v] := D[v] + <J —f %dt) = [dtF(v,0,t).

Die Losung v(t) des Variationsproblems dD[v] = 0 hiingt vom Parameter A ab. Wihlt man die-
sen so, dass die Nebenbedingung erfiillt ist, so hat man die Variationsaufgabe 6 D[v] = 0 unter
Beriicksichtigung der Nebenbedingung gelést. Beachten Sie, dass die Formel fiir den Treibstoff-
verbrauch nur fiir positive Geschwindigkeiten sinnvoll ist. Da der Wert von v(T") nicht vorgegeben
ist, miissen Sie zusétzlich %(T) = 0 fordern.

Bitte wenden



Aufgabe 2

15 Punkte

Eine auf einer horizontalen Ebene liegende starre Halbkugel (konstante Massendichte, Gesamt-
masse M, Radius R) werde so angestofien, dass sie im konstanten Schwerefeld eine ebene Schau-
kelbewegung ausfiihrt, wobei sie auf der Ebene ohne zu gleiten abrollt.

(a) [6P] Finden Sie die Lage des Schwerpunkts im
korperfesten Bezugsystem, dessen Ursprung im
Zentrum der Kugel liegt (siehe Abbildung). Be-
rechnen Sie das Trigheitsmoment beziiglich einer
Achse durch den Schwerpunkt, die auf der Sym-
metrieachse der Halbkugel senkrecht steht.

(b) [9P] Stellen Sie die Lagrangefunktion und die Be-
wegungsgleichung auf und bestimmen Sie die Fre-

quenz von kleinen Schwingungen um die Gleich-
gewichtslage.

Aufgabe 3

Gegeben sei folgendes System: Zwei Massenpunkte gleicher
Masse m sind so angebracht, dass sich der eine nur in xq-
Richtung und der andere dazu senkrecht nur in zo-Richtung
bewegen kann. Die Massen sind mit dem Ursprung mit zwei
Federn der unausgelenkten Linge a verbunden, sowie diago-
nal untereinander mit einer Feder der unausgelenkten Lénge
v/2a. Die sich ergebene Ruhelage der Massen (z; = a, 2y = a)
ist somit stabil. Alle drei Federn besitzen die gleiche Feder-
konstante k. Es wirken keine &ufleren Krifte. Reibungskrifte
sollen unberiicksichtigt bleiben.

12 Punkte

VU UUUUUUUUUU

a

(a) [3P] Stellen Sie die Lagrangefunktion in den Koordinaten 7; = z; — a auf.

(b) [4P] Entwickeln Sie die Lagrangefunktion bis zur zweiten Ordnung in den kleinen Auslen-

kungen |7;| < a und leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.

(Hinweis: V1 +tu =1+ %+ O(u?) fiir u < 1)

(c) [5P] Berechnen Sie die Eigenfrequenzen des Systems.

Aufgabe 4

12 Punkte

(a) [5P] Leiten Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen her. Der Einfachheit halber

kénnen Sie ein System mit einem Freiheitsgrad betrachten.

(b) [7P] Die Hamiltonfunktion eines Systems sei

1/1
H(q,p) = = <? +p2q4> :

2

Geben Sie die kanonischen Gleichungen an. Suchen Sie dann eine kanonische Transfor-
mation mit Fj(q,Q), so dass die neue Hamiltonfunktion H'(Q, P) die Form eines har-
monischen Oszillators hat und zeigen Sie, dass die Losung der Bewegungsgleichung in
den transformierten Variablen (ausgedriickt durch ¢ und p) tatséchlich die urspriinglichen

Hamiltonschen Gleichungen erfiillt.



