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Losungen der Nachklausur vom 28. Oktober 2009

Aufgabe 1: Doppelpendel 9 Pkte.

a) [2 Pkte.|] Zwangsbedingungen: Massenpunkte auf Kreisen, also

Ayc ol + 9y =P =0, Ay: (v — d)? — y3 — 1> = 0 (holonom-skleronom).

Freiheitsgrade in der (z,y)- Ebene f = 2%x2 — 2 = 2.

Mit Koordinaten @1 und @o: 1 = [ sin ¢, y; = [ cos 1, o = d + [ sin py,

Yo = [ cos s.

Verallgemeinerte Koordinaten, da die Zwangsbedingungen damit identisch erfiillt werden.

Al: 22 + yf — 12 = 1? ((sin 1)* + (COS(p))—l2 =10 -1 =0und

A2: (3 — d)* + y7 — 1P = I? ((sin p2)® + (cos ¢2)?) — 12 = 0.

b) [3 Pkte.] Koordinaten: (ml, y1) = (I'sin 1,1 cos 1), (z2,y2) = (d+1 sin a,lcoses) .
m (]

1
Kinetische Energie: T} = il + 7)) = éml ((cos w1 ¢1)* + ((—sin ¢1)¢1)?) =

1 1
§ml2<,b% . Analog: T, = §ml2g02 :
Potentielle Energie (Nullpunkt des Potentials in Hohe der Aufhédngepunkte):
~ ou
F:mge_y): 8y U= —gmy .
L, Ly
Uy = —mglcos o1 = —mgl(l — Egol). Uy = —mgl cos o3 = —mgl(l — §g02).

1
Federenergie: U = oh (Ad)? mit Ad = /Ax?2 + Ay2 =~ Az = [(sin oy — sin @) ~

(] — ©3)? < Az? = 1P (2 — ¢1)°.

l
L(py — 1), da Ay? = 1% (cos gy — cos 1) ~ 1

1
~mgl (o3 + ¢3)

.. 1 . )
L(py, Pa, P1, P2) = §m12 (¢7 + @3) — 5

1
+2mgl — 5”12 (2 — ¢1)°

Der konstante Term ist irrelevant fiir die spitere Betrachtung.

c) [1 Pkt.]
d OL oL
0= — — — 2 — mi%y Lo, — k12 (g —
i 05 oo " ¢1+mgler — k17 (02 — @1)
d OL oL
0= — — — 2 = ml% l 12 (0y — .
e 00 " Go + mglys + K12 (p2 — ¢1)
. g K
¢1+T‘P1_E(‘P2—‘P1) = 0,
. g K
‘Pz"’TS"z"‘E(‘Pz_‘Pﬂ = 0.

Fortsetzung mit Losung der Aufgabe 1d auf Seite - 2 -
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Fortsetzung mit Losung der Aufgabe 1d

g K K
d) [3 Pkte.]a = —( + — b=—.
)BPke]a= -5+ %) b=~
Entkoppelt in neuen Variablen ¢ := @7 + ¢ und ¢ := @1 — @9, d.h.

b+ 5o =0mdd, +(§+2-), = 0.

Eigenfrequenzen: wy, = & und we = & + 2 hid .
| | m

Eigenschwingungen: ¢; = aj sin(w;t + X1) und ¢p, = azsin(wzt + Xa)
(oder andere Versionen, auch Realteil von komplexen GroBen, wie Re(Cy exp(iw; t)) und
Re(Cyexp(iwst))).
Art der Eigenschwingungen:

1
i) o1 = o1 + o mit ¢ = 0,d.h. p; = g = §¢1, also gleichphasige Schwingung beider
Massenpunkte mit wy.

1

il) po = 1 — pomit ¢, = 0, d.h. p; = —ps = §¢2, also gegenphasige Schwingung

beider Massenpunkte mit Frequenz ws.

Fortsetzung mit Losung zur Aufgabe 2 auf Seite - 3 -
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Aufgabe 2: Variationsaufgabe: Brachystochrone 8 Pkte.
h " ods odx

a) [3Pkte.]J[y]:/ dt:/ —:/ — 1+ y?,
to=0 s+0 v x0=0 U(y)

da ds* = do* + dy* = dz* (1 + y'?), alsods = dx+/1 + y'2 .
Energiesatz: %(vo =02 —-mg0=0= %UQ —mgy, dh.v = \/2gy.

/1 + y/2
V2gy

Damit wird F(y,y’,z) = = F(y,y') wie angegeben.

v 1 12 1 2y 1
b) [2 Pkte.] C' = VIEYT Y Y = . Verwende
V29y V29y 21 +y2  2gy+/1+y?
1
die neue Konstante a := ———, mit a > 0. Dann hat man
2¢9C?
y/ — E o 1 — a — y .
VY y
1
c) [2 Pkte.] Trennung der Variablen y und z: / dy = / dx = x + b , mit einer

a-y
Yy

Neue Variable statt y mittels Substitution y = a(sin ¢)?. D.h. dy = 2a sin ¢ cos pdyp
und (bis auf Vorzeichen beim Wurzelziehen) erhilt man 2a [ dy (sin ¢)?, was mit der
angegebenen trigonometrischen Formel (oder partieller Integration) zu

Integrationskonstanten b.

1
r+b=alp— 3 sin(2¢)) + b fiihrt, mit einer weiteren Integrationskonstanten b',

die zu b geschlagen werden kann. Die Anfangsbedingung y = 0, d.h. z. B. ¢ = 0 und
(¢ = 0) = 0 bestimmt die neue Konstante b zu Null, so dass nur noch die Konstante a
im Spiel ist. Mit X := 2 ¢ und der angegebenen trigonometrischen Umformung hat man

schliellich:
a ) a
XZE(X—SIDX), yzi(l—cosX).

Bemerkung: Das ist die Parameterdarstellung einer Zykloide mit Radius R = g (Ab-
rollen eines Kreisrades mit Radius R und Ort des Ventilansatzes am Rad verfolgen).
d) [1 Pkt.] Mit dem angegebenen speziellen Endpunkt P; auf der z—Achse im Abstand

x1 vom Ursprung, wird die Konstante a bestimmt:

y1 = 0:a # 0, d.h. ¢ = 7 (da die Losung ¢ = 0 ausfillt). Damit wird a = sy
iy

Fortsetzung der Losung der Aufgabe 3 auf Seite - 4 -
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Aufgabe 3: Schwingender, gleitender und drehender Quader 10 Pkte.

a) [3 Pkte.] Haupttrigheitsmoment eines homogenen Quaders mit quadratischer Grund-
fliche 2 a und Hohe 2 b mit Ursprung im Schwerpunkt S laut unterer Skizze:

Wegen Vierersymmetrie um die z—Achse symmetrischer Kreisel: @; = ©5 und

0, = /// d*z p(Z) (72 —

M 2 2
SaQb dz/ dx/ dy (y* + 2°) = Sa20 ((2&)(26)§a3 + (2a)2§b3> =
M
5 (& + b

M 2 2 M
>z 2(20)(2a)=a® = =—a2.
8a2b/// (@* +9°) = g3 2(20) 2a) 50 3 @

&P (y? + 2%) =

O3
b) [3 Pkte.]
Koordinatensystem IS: (0; ., e, € )

Koordinatensystem KS: (S; ey, €3, €3)
Koordinatensystem ZK: (e,, e, €, ).
ZK aus IS: e_,j = cos pe, + sin goe_; und

— — . — e
€, = COS pe, — sin e, mit e; = e;.

KS aus ZK: e; = cos @ba; + sin 77/)6_;

und e; = —smw% + coste.. el = ep

Daraus Winkelgeschwindigkeit aus den
zwei unabhéngigen Drehungen:

— =
= Wo €; +7/)6p7

G =wye, + Y(cos pe, + sinpey).

&l

Komponenten von & im raumfesten System 1.5: (1/1 cos ¢, 1 sin ¢, wp)-
Umgerechnet mit Formeln oben (Umkehrung ZK aus KS):

Komponenten von & im korperfesten System K S: ('l,b, wo sin 1, wo cos Y).

c) [4 Pkte.] L =T — UF——MgeZ:—%—UU Mgz, z = —bcos 1,

U = —Mgbcos (Potentialnullpunkt in Schienenhthe z = 0).

Schwerpunkt als Nullpunkt des korperfesten Koordinatensystems KS, dann

1 1 .
T = 3 Mﬁg + 5 G Ogd. U aus 7 mit 7y = ,oe—p> — bes. (Basisvektoren aus verschie-
denen Systemen). Mit Basis aus ZK:

— — — . —
s = pe, —bcosve, + bsine, .

Fortsetzung der Losung der Aufgabe 3c) auf Seite - 5 -
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Fortsetzung der Losung der Aufgabe 3 c)

Fg = ,be_,: + pe_'; + by sinye, + bwcoszﬁ@) + bsinwe_;;. Mit e_'g = gba; = Wy €y
und
e, = (—sin pe, — cos pe, ) = —e, wy ergibt sich

Us = 7s = (p — bwg sin Ve, + (pwo + byp cos V) e, + bi) sin e, .

Daraus, mit der Orthogonalitdt der Z K-Basis:
g = P2+ b?wd (sin 1)* = 2b puwp sin ¢ + p? wg + b2 42 (cos )2 +2b pwe ) cos ¥ +
b2 2 (sin )2
= p? + b2wl (sin)? — 2bpwysiny + p?wZ + bzz,.b2 + 2bpwotpcos.
Dazu vom Trégheitstensorteil, mit & von Teil b):
1 . _ 1
5 g1 (V* + wi (sin ¥)?) + 3 Og3wg (cos ¥)?.
Insgesamt

1 -2 1 ‘.2 2/ 2 1 2 2
T = inS + 5@)5,1 (Y + wg (siny)?) + 5@513(»0 (cosh)?,

mit Og 1, Og3 von Teil a) und ’l')'sz von oben.

Ende der Losungen der Nachklausur




