
1 Aufgabe 1

Hinweis: Die Fragen in dieser Aufgabe können alle unabhängig voneinander und
kurz beantwortet werden.

a) Gegeben sei eine Lagrangefunktion L(q, q̇, t). Wie erhält man daraus den
kanonischen Impuls p und die Hamiltonfunktion H(q, p, t)?

p =
∂L

∂q̇
, H = pq̇ − L

b) Wie lautet die Euler-Lagrange-Gleichung?

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0

c) Wie lauten die kanonischen Gleichungen für p und q?

∂H

∂p
= q̇ ,

∂H

∂q
= −ṗ

d) Die Poisson-Klammer sei definiert durch

{A,B} =
∑

k

(

∂A

∂pk

∂B

∂qk
− ∂A

∂qk

∂B

∂pk

)

.

Berechnen Sie folgende Poisson-Klammern

(i) {Li, pj} mit dem Drehimpuls L = ~q × ~p,

{f, pj} == − ∂f

∂qj
⇒ {Li, pj} = −ǫikl

∂

∂qj
qkpl = −ǫijlpl

(ii) {V, Lz}, wobei V = V (~q2).

{V, Lz} = ǫzij{V, qipj} = ǫzijqi{V, pj}

= −ǫzijqi
∂

∂qj
V (q2) = −2ǫzijqiqj

∂

∂q2
V (q2) = 0 ,

wobei die Kettenregel verwendet wurde.

e) Eigenschaften des Trägheitstensors:

(i) Zeigen Sie, dass für die Eigenwerte I1, I2, I3 des Trägheitstensors gilt:

I1 + I2 ≥ I3 .

I1 =

∫

ρ(x2
2
+ x2

3
)dV, I2 =

∫

ρ(x2
1
+ x2

3
)dV, I3 =

∫

ρ(x2
1
+ x2

2
)dV

I1 + I2 =

∫

ρ(x22 + x23 + x21 + x23)dV = 2

∫

ρx23dV + I3 ≥ I3
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(ii) Alle Massenpunkte liegen in einer Ebene senkrecht zu ~e3. Es gelte
I1 = I3/2. Was ergibt sich für I2?

I1 =

∫

ρ(x2
2
+ x2

3
)dV =

∫

ρx2
2
dV +Mx̄2

3

I2 =

∫

ρ(x21 + x23)dV =

∫

ρx21dV +Mx̄23

I3 =

∫

ρ(x21 + x22)dV

I3 + 2Mx̄2
3
= I1 + I2 =

I3
2

+ I2

⇒ I2 =
I3
2

+ 2Mx̄2
3

2 Aufgabe 2

m1 = m, m2 = m/2, D1 = D, D2 = D/2

L =
m

2
~̇r
2 − q(φ(~r)− ~̇r · ~A(~r))

a) kanonischer Impuls:

pi =
∂L

∂ṙi
= mṙi + qAi

Hamiltonfunktion:

H = ~p · ~̇r − L =
1

2m
(~p− q ~A)2 + qφ

b) Mit φ = 0 und dem gegebenen ~A wird die Hamiltonfunktion zu

H =
1

2m
(~p− qxB~ey)

2 =
1

2m

(

p2x + p2z + (py − xBq)2
)

und die kanonischen Gleichungen sind

∂H

∂px
=
px
m

= ẋ
∂H

∂x
= −Bqpy − xBq

m
= −ṗx (1)

∂H

∂py
=
py − xBq

m
= ẏ

∂H

∂y
= 0 = −ṗy (2)

∂H

∂pz
=
pz
m

= ż
∂H

∂z
= 0 = −ṗz (3)

Gl. (3) liefert
z̈ = 0 ⇒ z(t) = z0 + v0z t .

Ineinander Einsetzen von Gln. (1) und (2) liefert

ÿ = −Bq
m
ẋ , ẍ =

Bq

m
ẏ .
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Die Lösung ist also

x(t) = x0 +A sin(ωt+ ϕ) , y(t) = y0 +A cos(ωt+ ϕ) ,

mit ω = Bq
m

3 Aufgabe 3

a)

L =
1

2
m1ẋ

2

1 +
1

2
m2ẋ

2

2 −
D1

2
x21 −

D2

2
(x2 − x1)

2 +m1gx1 +m2gx2

=
1

2
mẋ21 +

1

2

m

2
ẋ22 −

D

2
x21 −

D

4
(x2 − x1)

2 +mgx1 +
m

2
gx2

b)

mẍ1 = −Dx1 +
D

2
(x2 − x1) +mg = −3

2
Dx1 +

D

2
x2 +mg (4)

mẍ2 = D(x1 − x2) +mg (5)

c) Gleichgewichtslage: ẍ1 = ẍ2 = 0

2(1) + (2) − 2Dx01 + 3mg = 0 ⇒ x01 =
3mg

2D

x1 in (2) ⇒ x02 =
5mg

2D

d) x1 = x0
1
+ y1, x2 = x0

2
+ y2

mÿ1 = −3

2
Dy1 +

D

2
y2 (6)

mÿ2 = D(y1 − y2) (7)

Mit dem Ansatz yi = ai exp iωt folgt

∣

∣

∣

∣

−mω2 + 3

2
D −D

2

−D −mω2 +D

∣

∣

∣

∣

= 0

also

m2ω4−5

2
mω2D+

3

2
D2−D

2

2
= 0 ⇒ ω2 =

(

5

4
±
√

25

16
− 16

16

)

D

m
=

5± 3

4

D

m

Mit ω2
0 = D/m sind die Eigenfrequenzen also

ω2

1 = 2ω2

0 , ω2

2 =
1

2
ω2

0
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Die Lösung des Gleichungssystems

(

−ω2 + 3

2
ω2

0
−ω2

0

2

−ω2

0
−ω2 + ω2

0

)

(

a1
a2

)

= 0

liefert die Amplitudenverhältnisse

ω2

1
= 2ω2

0
⇒ z1 =

(

a1
a2

)

=

(

1
−1

)

, ω2

2
=

1

2
ω2

0
⇒ z2 =

(

a1
a2

)

=

(

1
2

)

Die allgemeinste Lösung ist also

z1(c1 exp(iω1t) + c2 exp(−iω1t)) + z2(c3 exp(iω2t) + c4 exp(−iω2t))

oder alternativ

z1(c1 cos(ω1t) + c2 sin(ω1t)) + z2(c3 cos(ω2t) + c4 sin(ω2t))

4 Aufgabe 4

a)

L =
1

2
mẋ2 +

Gm

x

p =
∂L

∂ẋ
= mẋ

H = pẋ− L =
p2

2m
− Gm

x

b)

E =
p2

2m
− Gm

x

ist konstant, die Bahnen in Phasenraum haben also die Gestalt

p =
√
2m

√

E +
Gm

x
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5 Aufgabe 5

a)

L =
1

2
m(ṙ2 + r2φ̇2) +mgr cosφ− D

2
r2

b)
d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= mr2φ̈+ 2mrṙφ̇+mgr sinφ = 0

d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= mr̈ −mrφ̇2 −mg cosφ+Dr = 0

c) Gleichgewichtslage: φ̈ = φ̇ = r̈ = ṙ = 0

mr2φ̈+ 2mrṙφ̇+mgr sinφ = 0 ⇒ φ0 = 0

mr̈ −mrφ̇2 −mg cosφ+Dr = 0 ⇒ r0 =
mg

D

d) Entwickle die Bewegungsgleichungen um r0 und φ0

r = r0 + x φ = φ0 + ψ

0 = mr2φ̈+2mrṙφ̇+mgr sinφ ≈ m(r0+x)
2ψ̈+2m(r0+x)ẋψ̇+mg(r0+x)ψ ≈ mr2

0
ψ̈+mgr0ψ

0 = mr̈ −mrφ̇2 −mg cosφ+Dr ≈ . . . ≈ mẍ+Dx

Mit der Definition von r0 und ω2
0 = D/m folgt:

ẍ+ ω2

0
x = 0 , ψ̈ + ω2

0
ψ = 0
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mit der Lösung
x(t) = c1 cosω0t+ c2 sinω0t

ψ(t) = c3 cosω0t+ c4 sinω0t
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