1 Aufgabe 1

Hinweis: Die Fragen in dieser Aufgabe kénnen alle unabhéngig voneinander und
kurz beantwortet werden.

a) Gegeben sei eine Lagrangefunktion L(q, ¢,t). Wie erhilt man daraus den

kanonischen Impuls p und die Hamiltonfunktion H(q,p,t)?

p EYR pq

b) Wie lautet die Euler-Lagrange-Gleichung?
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¢) Wie lauten die kanonischen Gleichungen fiir p und ¢?

oH . oOH .
ap =4q, g =D
d) Die Poisson-Klammer sei definiert durch
0A 0B 0A 0B
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Berechnen Sie folgende Poisson-Klammern

(1) {Li,pj} mit dem Drehimpuls L = ¢ x p,

0 0
{fip;j} == —a—i = {Li,p;} = —61'1@18—%_%171 = —€ip
(ii) {V,L.}, wobei V = V().
V. L.} = e.ij{V,aip;} = €2i;0:{ V. ps}
0 0
= —€.iiGi=—V(¢?) = —2€.i;4:14; ==V (¢*) =0,
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wobei die Kettenregel verwendet wurde.
e) Eigenschaften des Trigheitstensors:
(i) Zeigen Sie, dass fiir die Eigenwerte I1, I, I3 des Trigheitstensors gilt:
L+ >15.

L = /p(x% +3)dV, I, = /p(:c? +22)dV, I3 = /p(z% + 22)dV

11+IQ:/p($%+$§+$%+$§)dv:2/p$§dv+13213



(ii) Alle Massenpunkte liegen in einer Ebene senkrecht zu 3. Es gelte
I, = I3/2. Was ergibt sich fir I?

I = /p(x§ +23)dV = /p:cgdv + M73
I = /p(xf +23)dV = /p:c%dv + M73
I = /p(w? +3)dV
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2 Aufgabe 2
m1p =m, m2:m/2, D1 :D, D2:D/2
L= 27 = q(o(7) — 7 A7)

a) kanonischer Impuls:

Hamiltonfunktion:

b) Mit ¢ = 0 und dem gegebenen A wird die Hamiltonfunktion zu

1. S \2 I 5 9 2
H= %(p—quey) =5 (pz—l—pz-l-(py—qu) )

und die kanonischen Gleichungen sind

OH pg . OH py — xBq .

p, m “ ox Ca—— Pa (1)
OH p,—xzBq . 0H .

OH _p. . oH

apZ_E_Z 82_0_ b= (3)

Gl. (3) liefert
=0 = 2(t) =2 +0t.

Ineinander Einsetzen von Gln. (1) und (2) liefert

. Bq . . Bq.
j=——x, T=—19.
m m



Die Losung ist also

z(t) = x0 + Asin(wt + @), y(t) = yo + Acos(wt + ¢),

mit w = %
3 Aufgabe 3
a)
L= §m1:'c§ + %mgxg % 2 — %(xz —x1)? + m1gT1 + MagTs
= %mx% + %%x% 12)96% - %(mz —x1)? + mgry + %9902
b)

. D 3 D
mxl:—D:U1+§(x2—x1)+mg=—§D9€1+5$2+m9 (4)

mio = D(x1 — x2) + mg (5)

¢) Gleichgewichtslage: &1 = Z3 =0

3
2(1)+(2) —2D2% +3mg =0 =1 = %
. 5m
x1 in (2) =29 = 2—Dg
d) x1 =29 +y1, xo =25+ yo
3 D
jp = —=Dy; + = 6
my1 5 Y1+ 5 2 (6)
mijz = D(y1 — y2) (7)
Mit dem Ansatz y; = a; expiwt folgt
3 D
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also
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Mit wg = D/m sind die Eigenfrequenzen also

2 _ o 2 2_ 1 2
wy = 2wy , wy = 5w



Die Losung des Gleichungssystems

2
w2 3,2 _ % a
w” + 5wp 2 L'l=o
—wg —w2+w8 az

liefert die Amplitudenverhéltnisse

a 1 1 a 1
deioas(3)-(4). 4-btonn(2)-(2)

Die allgemeinste Losung ist also
z1(c1 exp(iwrt) + ca exp(—iwit)) + z2(cs exp(iwat) + ¢4 exp(—iwat))
oder alternativ

z1(eq cos(wit) + e sin(wit)) + 2z2(c3 cos(wat) + ¢4 sin(wat))

4 Aufgabe 4
a)
1
L=tz M
2 €T
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= — =mz
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2
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2m €T
b)
_p _Gm
T om €T

ist konstant, die Bahnen in Phasenraum haben also die Gestalt
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Aufgabe 5
a)
1 -2 2 72 D 5
L= Em(r + r°9°) + mgrcos ¢ — 57
b)
I, 7, . .
%Z_(p — (Z_¢ = mr?¢ + 2mri¢ 4+ mgrsing = 0
%%72—Lszfmm'§2—mgcos¢+l)7’:0
7 r

¢) Gleichgewichtslage: ¢ = ¢ =7 =7 =0

mr%ﬁ + 2mr7;¢+ mgrsing =0 = ¢9=0

mi’fmrgi')QfmgcosqﬁJrDr:O = 719 = %

d) Entwickle die Bewegungsgleichungen um ro und ¢q
r=rotc ¢=d¢o+
0 = mr2é+2mrid+mgrsin ¢ ~ m(ro+x)2p+2m(ro+x)ib-+mg(ro+x )y ~ mrip+mgrop
Ozmi‘—mr(é2 —mgcos¢d+ Dr=~...=~mi+ Dx

Mit der Definition von 79 und w3 = D/m folgt:

idwir=0, Y+wihp=0



mit der Losung
x(t) = ¢1 coswot + co sinwot

P(t) = ez coswot + ¢4 sinwpt



