KIT SS 2015

Klassische Theoretische Physik II
V: Prof. Dr. M. Miihlleitner, U: Dr. M. Rauch

Klausur 1 — Losung

27. Juli 2015, 16-18 Uhr

Aufgabe 1: Kurzfragen (2+4+1+3=10 Punkte)

(a) Zwangsbedingungen beschreiben Einschrénkungen der Bewegungsfreiheit des Sy-
stems. Mogliche Arten sind:

e holonom:
Z. kann geschrieben werden als A, (7, ...,7y,t) =0

e nicht-holonom:
7. kann nicht durch o.a. Form ausgedriickt werden, z.B. geschwindigkeits-
abhingige Zwangsbedingung.

e skleronom:

04, _
ot =0

e rheonom:

a;u £ 0
Fiir die Anzahl der Freiheitsgrade gilt: f = 3N — N.

(b) Die Lénge der Verbindung zwischen den Punkten S und E ist gegeben durch

E TE 2
L:/ d3:/ dx“l%—(%) )
S Tg dx

was minimal sein soll. Wir haben es also mit einem Variationsproblem (ohne Ne-
benbedingungen) zu tun, mit der Funktion

F=+\1+4+y2.
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Diese setzen wir in die Euler-Lagrange-Gleichung ein:

dz y 1-C2 ’
wobel wir in der letzten Zeile die auf der rechten Seite auftretende Konstante zu
einer neuen Variable A zusammengefasst haben. Diese Differentialgleichung kénnen

wir nun integrieren
/ dy = / drA
ys

=A(x—2xg)+ys.

Das Einsetzen des Endpunkts erlaubt uns, die verbleibende Konstante A zu bestim-
men

yE:A(xE_xS)+yS:>A:—yE_yS
T — s
Ye — Ys
= y(r) = —"(r —15) +ys
T —Ig

und wir erhalten schliellich die gewiischte Bahngleichung, eine Gerade.

Aus der Form der Lagrange-Funktion erkennt man, dass diese nicht von ¢ abhéingt,
@ ist also eine zyklische Koordinate. Folglich ist der zugehorige kanonische Impuls

erhalten:
oL 5
Pp= 77 =— mr? © .
90 890

Tragheitstensoren beziiglich eines anderen Punktes als dem urspriinglich gegebenen
lassen sich am einfachsten mit dem Satz von Steiner berechnen:

@A:@5+M(F31—FAF}).

Dabei ist zu beachten, dass Og der Tragheitstensor im Schwerpunkt des Korpers
ist. (Die Schwerpunktsbedingung war in der Herleitung explizit benutzt worden.)
Um von einem Punkt A zu einem beliebigen anderen Punkt B zu gelangen, muss
obige Formel also zweimal benutzt und dann ©g eliminiert werden. Dies liefert

@B:@A+M<(r —T‘A)]l—’r‘BTB +7‘Arg>
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Aufgabe 2: Transversaler Kettenschwinger (5+3+10+4=22 Punkte)

(a) Die kinetische Energie der drei Massenpunkte ist gegeben durch

T =2 (@ +if+ )

Fiir die potentielle Energie betrachten wir zunéchst die Federlange L zwischen zwei
benachbarten, ausgelenkten Massen, z.B. Massen 1 und 2:

L:\/€2+<ZE2—SL’1)2.

Da die Ruhelénge der Feder 0 ist, entspricht dies auch der im Potential vorkommen-
den Auslenkung AL = L. Damit gilt fiir die potentielle Energie

mgzguuf
= g (62 + (.TQ — $1)2) .

Definieren wir die Wénde als Massenpunkte 0 und 4 mit Auslenkung zy = x4 = 0,
so erhalten wir insgesamt

U =5 (P4 (01— 00 + 2+ (@2 = 1)’ + C + (25— 22)° + 0 + (01— 75)°)

— g (40° + 227 + 225 + 223 — 23129 — 22073)
und damit
L=T-U= % (xf—l—a:g—kxg) —/<o(2€2+xf—|—a:§+x§—x1x2—xga:g) .

(b) Fiir die Bewegungsgleichungen miissen wir die Lagrange-Gleichungen aufstellen. Es

gilt
d OL .
- = mnx;
dt 0z;
oL
k(9 —
. K (2x1 — x3)
oL
92g —K (2x9 — 11 — T3)
oL
— = —k (223 — .
s K (2x3 — x3)
Mit %g—xﬁ — g—gfi = 0 ergibt sich in Matrixform
a}l p 2 -1 0 T
Lo =—— | -1 2 -1 )
is N0 =1 2) \u;
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(¢) Um die Eigenwerte von A zu bestimmen, stellen wir die charakteristische Gleichung
auf

det (M — A1) =0
2-A)’=(2-X)-2=0
2-X2)-(N—4r+4-2)=0

Daraus lésst sich direkt ein Eigenwert A\; = 2 ablesen. Fiir die beiden anderen gilt
N —4x+2=0
Xos =2+V4—2=24+2.

Damit folgt fiir die Eigenfrequenzen
w1 = 2£
V' m
Wy = (2 + \/§> =
m

m

Fiir die zugehoérigen Eigenvektoren erhélt man dann:

o)\ =2
0 -1 0
—1 0 —1]17,=0
0 —1 0
= vip=0, —v1—v13=0
1
= U = 0
-1
.)\2:2+\/§I
—2 -1 0

-1 —V2 —1|%=0
0 -1 —V2
= Ug = —\/5712,1 , U2 = —\/5112,3 =0
1

= 172 - —\/§
1
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0)\3:2—\/52

= V3,2 = \/57)3’1 y V3,2 = \/51}3’3 =0

1
= U= |2
1

(d) Mit den Ergebnissen der vorhergehenden Teile und dem Schwingungsansatz
x; = Asin (wt + o)

ldsst sich nun die allgemeine Lésung aufschreiben:

x 1 -
o | = Ay 0 | sin ( 2— t+ 901)
V' m

N =

T3 —1
1 / K
1 m
1 K
+As | V2 sin( <2—\/§>—t+g03).
1 m
Grafisch findet man:
w1 = 2
|:| ............... 1 -------------- . 3 |:| Masse 2 in Ruhe, Massen 1 und 3 schwingen ent-
1 2 I ______________ gegengesetzt mit gleicher Amplitude.

Massen 1 und 3 schwingen gleich, Masse 2 entge-
gengesetzt mit um Faktor v/2 groBerer Amplitude.

1
»—t.—w
- o
1

--------------------------------------- Massen 1 und 3 schwingen gleich, Masse 2 in die-
|:| ........... l l 1 ----------- D selbe Richtung mit um Faktor v/2 gréBerer Am-
1 2 3 plitude.
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Aufgabe 3: Hamiltonsche Gleichungen und Hamiltonsches Prinzip (10 Punkte)

Die Wirkung ist definiert als

to
s= [ dtL.d.

t1

Die Beziehung zwischen Hamilton- und Lagrange-Funktion lautet

H(q,p,t) =Y dipi — L(q, 4(q, p, 1), 1)
L= Z%pi —H
tQZ
:$S=/ dt g — H,

t1 i

welche wir in der letzten Zeile in die Wirkung eingesetzt haben.
Nun verwenden wir, dass die Variation der Wirkung fiir die physikalische Bahnkurve ver-
schwinden soll,

l2
0=05= / dt o (Zqipi - H(q,p,t)>
t i

1

& OH OH
= de Gi0p; + pidgi — 5 —0G; — —5]%) :
/tl Z ( dq; Op;

2

Fiir den zweiten Summanden benutzen wir partielle Integration

to
/ dt szﬁq'z’ = p;i0¢;

to t2 .
- / dt pidg;
t1 i R tl, t1

=0

wobei der erste Term verschwindet, da die Endpunkte nicht variiert werden

Damit finden wir

2 0H 0H
55:/ at ((-i__)(si_(-ﬁ_)ai):o.

Da die Variationen dp;, dg; beliebig sind, miissen deren Vorfaktoren jeweils verschwinden

0OH OH
- :07 pz+_:07
Op; j

i

was genau den Hamiltonschen Gleichungen entspricht.
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Aufgabe 4: Symmetrie des Pendels (4+8+3=15 Punkte)

(a) Die Aufgabenstellung beschreibt ein normales mathematisches Pendel. Fiir dieses
wird als verallgemeinerte Koordinate die Auslenkung ¢ aus der Ruhelage gewéhlt,
sodass gilt

x =/{singp T = P cos
z=1/(1—cos ) Z=Vlpsinp.

Damit folgt

T= (i +2) = S0

U =mgz =mgl(1l — cosy)
L=T-U= %éngQ —mgl(1 — cosp)

2

kleine Auslenkungen 110 o . 2
= —EQQOQ — mgﬁg .

2

Eingesetzt in die Lagrangegleichungen ergibt dies

doL 0L
dtdg Oy
ml*p +mglo =0
g
@——ZSD

(b) Die Transformation setzen wir in die Bedingung fiir das Noethertheorem ein, wobei
die Zeit nicht transformiert wird, also % =1

d dt*
—(r*
de ( dt >

6:0:& 2

d l
(@62 (¢ — easinat)® — % (¢ + €ecos at)Q)
e=0

1
= —%62 2pasin at — % 2p cos at

= —ml? (agb sin at + %cp oS at>

rod
= Ef(@?t)

Da es kein « gibt, das den Ausdruck verschwinden lassen wiirde, muss dieser einer
totalen Zeitableitung entsprechen. Die beiden Summanden suggerieren dabei, dass
sie die Terme einer Produktregel sind, wobei beim ersten das ¢ abgeleitet wurde.
Dies fiithrt zu dem Ansatz

f=-—-mlaypsinat,

also

Ef = —mlaysinat — mla’pcosat .
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Damit dies dem oben gefundenen Ausdruck entspricht, muss also gelten

—m€2%90 cos at = —ml*a’p cos at
=
g
= a=4/2.
“TV

a muss also gerade gleich der Kreisfrequenz w = \/% des harmonischen Oszillators
sein, damit die Voraussetzungen des erweiterten Noether-Theorems erfiillt sind.

(¢) Dies setzen wir nun in die Formel fiir die Noether-Ladung ein, mit ¢xoether = COS att
und ©Noether = 07

oL
Q - deNoether - f
¥

= ml*p cos at + mlapsin at

= mt? (¢ cos at + apsin at)

it (s T [Lssin ).

Eine weitere Erhaltungsgrofie ist die Energie £ =T 4 U, da %—f =0.
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Aufgabe 5: Rollende Kugel auf schiefer Ebene (5+5+3=13 Punkte)

(a) Zunéchst berechnen wir die Beziehung zwischen Masse M und Dichte p der Kugel.
Es gilt

M = / dep =p- VKugel

— _R3
—r3
3M

47 R3

Aufgrund der Rotationssymmetrie sind alle Diagonalelemente gleich und es kann
eines davon beliebig gewéhlt werden, hier ©,,

0= /Vd?’:vp(f) (% - 2?%)

R 1 2m
= p/ dr/ dcosﬁ/ der? - (r2 — 1% cos? 19)
0 -1 0

3M R 1 !
S 27 / drrt [cos - 3 cos® 19}
0

= p=

47TR3

3M (R ( 2)
= —" drr* (2 — =

2R3/, 3
_2M1
- R35

2
=_-MR*.
@5R

-1

(b) Die kinetische Energie der Kugel setzt sich aus zwei Teilen zusammen, zum einen
die Rotationsenergie beziiglich des Schwerpunkts

rot - @()0 )

zum anderen die Translationsenergie des Schwerpunkts

M
ﬂrans = 732 .

Der Zusammenhang zwischen abgerollter Strecke s und Drehwinkel ¢ lautet s = Rep.
Damit folgt fiir die kinetische Energie insgesamt

T = Trot + irtrans

1 2 M ,
— .M 2_
2 5 RR2+2
7

= —Ms*.
10
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Alternativ kann die kinetische Energie als die Rotationsenergie beziiglich des Auf-
lagepunktes berechnet werden, dann ist der Trégheitstensor zu verwenden, der mit
Hilfe des Satzes von Steiner um R verschoben wurde.

Fiir die potentielle Energie bendtigen wir den Zusammenhang zwischen z und zuriick-

gelegter Strecke. Es gilt
z

L—s’
wobei L = const. die Gesamtlinge der Rampe bezeichnet. Die potentielle Energie
lautet dann

sino =

U=Mgz=Mg(L—s)sina.

Im Prinzip wére hier auch noch die Hohe des Schwerpunkts iiber dem Auflagepunkt
zu beriicksichtigen, dies ergibt aber nur einen zusétzlichen konstanten Term, der
keinen Beitrag zu den Bewegungsgleichungen liefert.

Also ergibt sich insgesamt

LzT—Uz%M:f—Mg(L—s)sina.

Fiir die Lagrange-Gleichung benétigen wir

d(?L_?
atds 50
oL
%—Mgsina
Dies setzen wir ein in
d oL 8L_
dt 05 Os
7
gMé—Mgsinoz:(J
Js':?gsina

Zweimaliges Integrieren und Einsetzen der Anfangsbedingungen liefert schliefSlich

s=—gsinat®.
147
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