KIT SS 2015

Klassische Theoretische Physik II
V: Prof. Dr. M. Miihlleitner, U: Dr. M. Rauch

Klausur 2 — Losung

22. September 2015, 12-14 Uhr

Aufgabe 1: Kurzfragen (3+4+1+2=10 Punkte)

(a) Die erhaltenen GroBen und evtl. zyklischen Koordinaten sind jeweils
(i) Energieerhaltung; keine zyklische Koordinate (% = 0)
(ii) Drehimpuls um die zugehorige Drehachse; zykl. Koord. ¢
(iii) Impuls in z-Richtung; zykl. Koord. .
(b) F hingt nicht von z ab, also ist £ = 0.
Wir betrachten die totale x-Ableitung der linken Seite

i F— /a—F —a_F+a_F/_|_a_F//_ //8_F d@F
- (e,

= 0 nach Euler-Lagrange-Gl.

=0

= F — y’aF = const.

(c) Das Noethertheorem besagt, dass es zu jeder infinitesimalen Transformation, die die
Lagrangefunktion invariant lésst, eine zugehorige Erhaltungsgrofie gibt.

(d) Der Zusammenhang lautet

H(q,p.t Z(b ¢, p,)pi — L(q,4(q, p, 1), 1) .

Die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen sind

. OH )
QZ - apZ ) pz — aql .
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Aufgabe 2: Federpendel (10+5=15 Punkte)

(a) Der Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten und Pendelauslenkung so-
wie Federlange lautet

x =/{singp — i = lcos g + (sing
z=—lcosyp — 2 =Lsinpp — L cosp.
Damit ergibt sich direkt fiir die kinetische Energie

T =2 (i + )

:% [(écosgogb+ésingp)2+ (ﬁsinwsb—écos@)Q]

= % [62 cos?p P 4 €2 sin®p + 200 cos p sin ¢ + (% sin’p p? + (% cos’p — 200 sin p cos @]

5 o)

Die potentielle Energie setzt sich aus zwei Teilen zusammen, der Gravitationsenergie
UGray = mgz = —mgl cos ¢
sowie der Federenergie
Ureaer = 50 = 00)?
Damit ergibt sich fiir die Lagrangefunktion
L =T — Ugrav — Ureder
= % (€2gb2 + €2> + mgl cos ¢ — g(é —0y)?.

Die Bewegungsgleichungen erhélt man durch Einsetzen in die Lagrangegleichungen
2. Art, 49L _ 9L _

Y dq
L
oL d oL
ol dt o¢
7 mlp* +mgcos o — k(L — £y)
:>€':l<p2+gcosg0—£(€—€0)
m
©:
oL d L :
I 2 —— = mlPp+ 2mlly
agbmgo :>dta¢mg0+mg0
oL ,
— = —mglsinp
Iy

9.
:>¢:—%sin¢—z€¢.
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(b) In der Gleichgewichtslage £ gilt

=&+ &
(=¢
(=¢.

Die Bedingung fiir {y, dass keine Kraft auf die Masse wirkt, bedeutet, dass die Masse
nicht beschleunigt werden darf, ¢ = ¢ = 0 fiir £ = &,.
In die Bewegungsgleichungen eingesetzt ergibt sich

g

0= —=sinyp =p=0=¢=0
€o
. K
0=¢&@° +geosp — E(&) —{o)
K
=g- E(ﬁo )
m
&="2+0.
K
Damit folgt fiir die Bewegungsgleichungen
. ) K m
E=(E+&)P* +gcosp — - <5+?‘q—|—€0—€0>

= (E+&)¢* — —E—g(1—cosp).

s=——9 gin 2 £
7o §+% 4 §+ & 7
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Aufgabe 3: Ruckmechanik (8+2=10 Punkte)

(a) Nach dem Hamiltonschen Prinzip muss die Wirkung stationér sein, bzw. die Varia-

tion der Wirkung verschwinden:
0=14S5

to
- 5/ dt L(q, ,i.1)
t1

2 oL oL oL
= dt | =—0q;i + 5-0¢; + -=0G; | -
/tl (a%‘ 4 dq; 4 94 ¢ )

Die Variation der Ableitungen von ¢ kann mittels partieller Integration jeweils auf
die Variation von ¢ zuriickgefiithrt werden:

2 9L OL . |t t2 d oL
dt =8¢, = —dq;| — dt ~ ) 8¢,
/t1 ¢ 4 t1 /t1 <dt 8qz) q

0q; ¢,
——
d 0L\
/1 & (dta )5%‘
i
a0

=0
t2 b2 d? oL
; dt 0q;

Dabei haben wir eingesetzt, dass die Varlatlon sowohl von ¢; als auch ¢; an den
Endpunkten verschwindet: d¢;(t1) = d¢;(t2) = 04;(t1) = d¢;(t2) = 0.
b2 oL doL d2 0L
=0=05= dt - — — 0q; -
Dies muss fiir alle Variationen dg; gelten, also muss der Ausdruck innerhalb der
Klammer verschwinden, und zwar fiir jede verallgemeinerte Koordinate separat,
was n Gleichungen liefert
d? 9L d oL n oL
dt? 9¢; Cdt dq;  0g;

sowie

2 9L
dt —0q; =
/tl 8%

=0, 1=1,...,n.

Aus der Lagrangefunktion folgt

oL  m . > 9oL  m
a5 21 aag 21
oL oL m
— =0 — =——4—kq.
oG o~ 217 M
Eingesetzt in die Euler-Lagrange-Gleichungen ergibt sich also
m m k
L T . 1
9 q 9 q q q mq’

die Bewegungsgleichung fiir einen harmonischen Ostzillator.
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Aufgabe 4: Geodite auf Kreiskegelmantel (4+8+5=17 Punkte)

(a) Die Parametrisierung ldsst sich z.B. finden, indem wir in einem Zwischenschritt
zunéchst Zylinderkoordinaten einfiihren:

T = pCosp
Yy = psiny
z=2z.

Der Ursprung, P und der z-Achsenabschnitt von P bilden dann ein rechtwinkliges
Dreieck mit dem Winkel o, Kathete p, Ankathete z und Hypotenuse r, also cosa = 2
und sina = £

Damit folgt fiir die Parametrisierung und folglich die Infinitesimalelemente

T =rsinacosp dxr =sinacosp dr — rsinasin ¢ dg
y =rsinasinp dy = sinasin ¢ dr 4+ rsinacos p dy
2z =Trcosa dz = cosa dr.

Damit gilt fiir das Linienelement

ds? = da® + dy? + d2?
= sin® avcos? p dr? + r? sin? asin? ¢ dep?
+ sin® asin® ¢ dr? + r?sin® a cos? ¢ dy?
+ cos® av dr?

ds? = dr* + r?sin® a dy?.

(b) Fiir die Lénge L gilt

E
/ ds
2
/ dp \/T2 sin® a + (ﬁ) = minimal .
dyp
2
= F = \/7“28111 o+ dr)
de

F héngt nicht explizit von ¢ ab, damit kann direkt die integrierte Form benutzt

n
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werden:

F— r'? = const.
r

2 i 12 / 2r'
vVrisinta+r'?2—r — =C
2vrisin“a + 1’2
r’sin® a = CVr2sin® a + 12
rtsint a = C? (7’2 sin?a + 1’ 2)

.o risinta
M2

= —r’sina
2
4 oind
) r4sin® « S
r =44/ ——— —r?sin‘“«
2

In der letzten Zeile haben wir dabei das Vorzeichen in die noch zu bestimmende
Konstante C' absorbiert.

(c) Nochmaliges Integrieren via Separation der Variablen liefert dann:

dr rsina

r'=—= r?sin® o — C2

de C
C 1

1
/dgpz/d’r C;
S11 Oér r2 — C?

p+ D=

1 C
- arccos | — .
sin o sin ar

Dies 16sen wir schlielich nach r auf:

sina(p+ D) = arccos( -C )

sin ar
¢ = cos (sina (¢ + D))
sinar 7
C 1
r(p) =

~ sina cos(sina (¢ + D))’

Die beiden Konstanten C' und D erhélt man schliefflich durch Einsetzen des Anfangs-
und Endpunkts:

C 1
T =
® " sina cos (sina (g + D))

und analog fiir (g, ¢g).
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Aufgabe 5: Rollender Zylinder (4+8+6=18 Punkte)

(a) Fiir das Trégheitsmoment des Zylinders berechnen wir zunichst seine Masse als
Funktion der Dichte p = po(S? — r?) und des Volumens:

T

S 27 5
:/ dr dgo/ dzrpe(S? —r?)
0 0 e

S
= 27Tp0H/ dr(rS? —r?)

m = —poHS*.

Das benétigte Tragheitsmoment ist dann gegeben durch:
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(b) Die abgerollte Lénge auf dem AuBenzylinder und dem Rollzylinder muss gleich grof3

sein:

Rp = S9".
Der hier verwendete Winkel 9 entspricht allerdings noch nicht dem fiir die Rotati-
onsenergie bendtigten Winkel . Hier muss zusétzlich noch beriicksichtigt werden,
dass sich durch die Kriimmung des Auflenzylinders der Auflagepunkt um den Win-
kel ¢ verschoben hat. Die abgerollte Strecke ist also ldnger als eigentlich durch die
Drehung verursacht, also 9 = ¢ + .
Also gilt fiir die Relation

Rp =S50+ )
R-S
19:
S @
. R-S.

Fiir die Rotationsenergie verschieben wir den Tragheitstensor mit dem Satz von
Steiner in den Auflagepunkt am Rand des Rollzylinders:

O=0.+ms*= %mSZ.

Damit folgt fiir die Rotationsenergie

T_§®192

11 LR8P,
23 g ¥
= Zm(R - 573"

Alternativ fithrt die Berechnung als Rotation um den Schwerpunkt plus Translation
des Schwerpunkts auf dasselbe Ergebnis.
Fiir die potentielle Energie reicht es, den Schwerpunkt des Rollzylinders zu betrach-

ten:

U =mgh=mg(R—S)(1—cosyp).
Damit folgt fiir die Lagrangefunktion

L=T-U-= gm(R— S)2p* —mg(R — S)(1 — cos ) .

(c) Einsetzen in die Lagrange-Gleichungen 2. Art liefert dann die Bewegungsgleichung

aoL oL _
dtop 0p

4

gm(R — 523 +mg(R— S)sinp =0.
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Im Grenzfall kleiner Auslenkungen gilt sin ¢ ~ ¢ und damit

3.9
AR_g%"

Y=

Dies ist die Differentialgleichung fiir einen harmonischen Oszillator und wir kénnen
einen Schwingungsansatz machen:

(t) = Acos(wt + pg) .

Einsetzen in die Bewegungslgeichung bestimmt die Kreisfrequenz

Mit den Startbedingungen

@(t =0) = o = Acos(ps)
Pt =0)=0=—Awsin(ps)
= Ys = 0 3 A = Yo

ergibt sich dann als Losung

go(t):goocos< ZRﬁSt> :
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