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1. Geodite auf Rotationsparaboloid (84+12410=30 Punkte)
z

z(x,y) = x?+y’

Betrachten Sie zwei Punkte A und B auf einer um die
z-Achse rotationssymmetrischen Flache, die durch die Funk-
tion z(z,y) = 2 + y* erzeugt wird (Rotationsparaboloid).
Gesucht wird die kiirzeste Verbindung (Geodiite) auf dem
Rotationsparaboloid zwischen A und B.

Benutzen Sie als Koordinaten eines Punktes P die Zylinder-
koordinaten r, # und z (s. Abbildung 1). Setzen Sie als A und
B verbindende Kurve eine Funktion () an. +

Abbildung 1.

(2) Driicken Sie das Lininienelement de durch df und dr/df = »' aus. Restimmen Sie
die Funktion K'(r.7’, @) fiir das Funktional

Yp

Lir(8)] = a df K(r.r'.,8).

welches die Lange der Kurve r(#) angibt.

(b) Zeigen Sie, mithilfe der Euler-Lagrange-Gleichung fiir ein Extremum dieses Funk-

tionals, dass die Grofie
oK
g s =
I =1 57 {
konstant (d.h. unabhéngig von @) ist. Ist / positiv oder negativ? Welcher Erhal-

tungsgrobie in der Mechanik eines Teilchens entspricht 77

(c) Verwenden Sie diesen Erhaltungssatz und schreiben Sie die Gleichung fiir ' auf.
Losen Sie diese Differentialgleichung durch Trennung der Variablen und erhalten
Sie die folgende Beziehung zwischen € und r:

9=9A+C'/ dz /z+1/4’
re Z z—C

wobei 74 = r(f4) und die Konstante C' durch die Randbedingung r(6z) = rp
festgelegt wird.

Hinweis: Das Integral in der obigen Beziehung soll nicht berechnet werden.

... bitte wenden . ..



2. Sphirischer Oszillator im Magnetfeld (564+10+104+10=35 Punkte)

Betrachten Sie ein Teilchen mit Masse m und Ladung () in drei Raumdimensionen im
parabolischen Potential

LI{P) = -mw 252

-

in Gegenwart eines zeitlich konstanten homogenen Magnetfeldes B = Bé, = V x E(f’)

——p

(a) Zeigen Sie, dass das Vektorpotential A(7) = [Bx]/2 dem gegebenen magnetischen
Feld entspricht.

(b) Schreiben Sie die Lagrangefunktion des Oszillators und die Lagrange-Gleichungen
in kartesischen Koordinaten auf.

(c) Geben Sie die allgemeine Losung der Lagrange-Gleichungen fiir die Bahnkurve des
Teilchens an.

Hinweis: Es ist hilfreich die Koordinaten x + iy und x — iy einzufiihren.

(d) Bestimmen Sie die Hamiltonfunktion des Oszillators in kartesischen Koordinaten.

15 Bonuspunkte: Bestimmen Sie anhand der Poissonklammern, ob die z-Projektion
des Drehimpulses eine Erhaltungsgrofie ist. Schreiben Sie die kanonischen Bewe-
cungsgleichungen in kartesischen Koordinaten auf.

. Zylinder auf gleitendem Keil (4+6+10+15=35 Punkte)

Ein starrer homogener Zylinder (Masse m. Radius r und
Léange [) rollt im Schwerefeld g auf einem starren homoge- m__
nen Keil (Masse M, Lange L) ab, ohne dabei zu rutschen. byt
Der Keil kann reibungsfrei entlang der horizontalen -
Achse gleiten. Die Achse des Zylinders ist horizontal, so "
dass sein Schwerpunkt sich in einer (z, y)-Ebene bewegt. _l
Am Anfang befindet sich der Schwerpunkt des Zylinders AN '
in der Héhe h im Ruhezustand. Der Keil ist anfanglich A e
e R oty iy | 0 L
auch im Ruhezustand mit der Spitze (Neigungswinkel o) |
im Ursprung (s. Abbildung 2). Abbildung 2.
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(a) Zeigen Sie, dass das Trégheitsmoment des Zylinders beziiglich seiner Drehachse
durch ©g5 = mr?/2 gegeben ist.

(b) Finden Sie die anfdnglichen Koordinaten des Schwerpunktes des Keils in der (z, y)-
Ebene.

(c) Benutzen Sie die Hohe y des Schwerpunktes des Zylinders und die z-Koordinate
des Schwerpunktes des Keils als die verallgemeinerten Koordinaten und stellen Sie
die Lagrangefunktion auf.

(d) Geben Sie die Bewegungsgleichung an. Berechnen Sie die Zeit, die der Zylinder
braucht, um bis nach unten zu rollen.
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