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Hinweise

Legen Sie bitte Ihren Studentenausweis (oder einen anderen Lichtbildausweis)
neben sich auf den Tisch.

Beginnen Sie fiir jede Aufgabe ein neues Blatt.

Schreiben Sie auf jedes Blatt Thren Namen und Thre Matrikelnummer und
nummerieren Sie [hre Blatter fortlaufend durch.

Nur ausgegebenes Papier verwenden, bei Bedarf melden.

Was nicht bewertet werden soll, ist deutlich durchzustreichen.
Nicht mit Bleistift oder rotem Stift schreiben.

Hilfsmittel: ein (1) beidseitig handbeschriebenes DIN A4-Blatt.
Die Benutzung anderer Hilfsmittel ist nicht gestattet.

Wer zur Toilette geht, gibt das Aufgabenblatt und seine Losungen beim Auf-
sichtspersonal ab und erhélt alles anschlielend zuriick. Bitte beachten Sie, dass
immer nur einer gleichzeitig zur Toilette gehen darf.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Losungen konnen bis 20 Minuten vor Ende der Bearbeitungszeit abgegeben
werden. Falls Sie innerhalb der letzten 20 Minuten fertig werden, bleiben Sie
bitte bis zum Ende der Bearbeitungszeit an Thren Platz sitzen.

Heften Sie die Blatter mit Thren Losungen der Klausuraufgaben zusammen,
mit diesem Deckblatt als erster Seite.
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Aufgabe 1: Unabhingige Fragen 20 Punkte

Diese Aufgabe besteht aus Einzelfragen, die unabhéingig voneinander beantwortet
werden konnen.

(a)
(b)

1 pt| Die Lagrange-Funktion eines gegebenen physikalischen Systems sei
zeitunabhéngig. Welche Grofle ist erhalten?

Ein Teilchen bewege sich in zwei Dimensionen, beschrieben durch die
kartesischen Koordinaten x und y. Welche Eigenschaft muss die Lagrange-
Funktion haben, wenn der Impuls des Teilchens in z-Richtung erhalten ist?

Ein harmonischer Oszillator mit der Eigenfrequenz w ist einer Kraft der
Form F(t) = Fycos(2t) ausgesetzt. Was passiert qualitativ mit der Amplitude
der Oszillation, wenn 2 sich an w anndhert?

Geben Sie ein Beispiel fiir ein physikalisches System, das durch folgende
Lagrange-Funktion beschrieben werden kann: L = %mf’ 2+ %

Was besagt der Satz von Liouville in Worten?

Welche Differenzialgleichung muss eine Funktion f erfiillen, wenn
(5ftt12 f(q,q,t)dt =0, mit festgehaltenem ¢ zu den Zeiten ¢; und t57

Eine kanonische Transformation der Koordinaten (¢, p) zu den Koor-
dinaten (@, P) ist gegeben durch eine erzeugende Funktion F(q,Q) = ¢ Q.
Welche Transformation wird erzeugt?

Auf einer masselosen quadratischen Platte seien Teilchen der Masse m
an den vier Ecken befestigt, siche Abbildung 1. Die Platte befinde sich in der
x,y-Ebene mit dem Zentrum im Ursprung. Was sind die Trégheitsmomente
der Platte im Bezug zur z-Achse und im Bezug zu einer diagonalen Achse,
verlaufend durch den Ursprung und den Punkt (a,a,0)?

Die Lagrange-Funktion L = imi? — U(x) beschreibe ein Teilchen der
Masse m in einer Dimension. Zur Zeit ¢ = 0 sei das Teilchen an der Stelle z;.
Zu welcher Zeit ¢ befindet sich das Teilchen an der Stelle z57 Leiten sie die
Integralform des Ergebnisses her.

Ein harmonischer Oszillator habe die Masse m und die Eigenfrequenz w.
Er ist einer konstanten Kraft ausgesetzt, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 eingeschalten
wird, sodass F(t) = Fyd(t). (Die Funktion 9(¢) ist die Heaviside-Funktion,
die 0 fiir t < 0 und 1 fiir £ > 0 ist). Was ist x(¢) fiir ¢ > 0, wenn sich der
Oszillator in Ruhe befindet fiir t < 07

Abbildung 1: Masselose quadratische
Platte mit vier Teilchen der Masse m
an den Ecken.

(-a,-a,0) (-a,a,0)

(a,-a,O)
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Aufgabe 2: Teilchen im Zentralpotential 28 Punkte

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m mit Ortsvektor 7 im dreidimensionalen
Raum. Das Teilchen befindet sich in einem Zentralpotential U(r). Die zugehorige
Lagrange-Funktion ist durch

L="imi? —U(r), r=]F|. (1)

gegeben.

(a) Geben Sie die Symmetrien der Lagrange-Funktion und die zugehorigen
erhaltenen Groflen an.

(b) Skizzieren Sie grob, wie mit Hilfe einer der erhaltenen Grofilen das
dreidimensionale Problem zu einem zweidimensionalen Problem reduziert
werden kann.

(c) Geben Sie einen Ausdruck fiir die Energie des Teilchens an und bringen

Sie diesen in die Form

E = 1mi® + Uglr) . (2)

Wir betrachten die Situation in der das Potential im Unendlichen verschwindet und
das Teilchen aus dem Unendlichen mit Energie £ und Stofparameter p kommt.

(d) Zeigen Sie, dass das effektive Potential in die Form

Uett(1) = Ef—i +U(r), (3)

gebracht werden kann.

Wir betrachten nun das explizite Potential
c
Ulr)=—=—— (4)

mit positiven Konstanten b und c.

(e) Skizzieren Sie das zugehorige effektive Potential Ueg(r). Beschreiben
Sie qualitativ und mit wenigen Worten welche verschiedenen Arten von Bewe-
gungen dieses Potential zuldsst.

(f) Berechnen Sie das Maximum des effektiven Potentials Upax.

(2) Berechnen Sie den totalen Einfangquerschnitt o fiir ein Teilchen das
aus dem Unendlichen kommt und das Zentrum des Zentralpotentials erreicht.
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Aufgabe 3: Feder-Pendel System 30 Punkte

Betrachten Sie das System in Abbildung 2:
Ein Block der Masse M bewegt sich reibungs-
los auf einer horizontalen Ebene und ist an
einer Feder der Federhirte k angebracht. Die
Auslenkung der Feder ist x. An dem Block
ist ein Pendel angebracht, das aus einem mas-
selosen Stab der Lange ¢ und einer Masse m
am Ende des Stabs besteht. Die Schwerkraft
wirkt in vertikaler Richtung.

Abbildung 2: Feder-Pendel System.

(a) Geben Sie die Lagrange-Funktion des Systems, ausgedriickt durch x, 0

und deren Ableitungen, an.
(b) Bestimmen Sie die Euler-Lagrange Gleichungen des Systems.

(c) Betrachten Sie den Fall gleicher Massen, M = m, und nehmen Sie an,
dass die Federhérte k durch g = k€/(2m) gegeben ist. Entwickeln Sie die
Lagrange-Funktion um die Gleichgewichtslage und schreiben Sie sie als

2
L=3 > (Qimiij - Qikiqu) +0(¢%, 4¢%) (1)

ij=1

hier sind ¢ = 2 und ¢, = 0. Verifizieren Sie, dass die Matrizen 7 und k
durch

. 21 - k{2 0
m—m{1 1] und k_E{O 1] (2)

gegeben sind.

(d) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen kleiner Oszillationen.

(e) Bestimmen Sie die Eigenvektoren der Eigenmoden der kleinen Oszilla-
tionen.

(f) Beschreiben Sie die Bewegung jeder Eigenmode qualitativ und machen
Sie eine kleine Skizze.

(g) Erkldren Sie (ohne Rechnung), wie man mit Hilfe der Eigenvektoren
die allgemeinen Losungen fiir (¢) und 6(¢) finden kann.

Die allgemeinen Losungen sind durch

x(t) = Cysin(wit + ¢1) + Cosin(wat + ¢2)

0(t) = g — Cysin(wit 4+ ¢1) + Cy sin(wot + ¢2)] :

(3)

gegeben.
(h) Fiir t < 0 befindet sich das System in Ruhe in der Gleichgewichtslage.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird das Pendel leicht angestofien, so dass es instantan
(d.h. ohne Verzogerung) die Winkelgeschwindigkeit 6(t = 0) = v, /¢ erhilt.
Bestimmen Sie 6(t) und z(t) fiir ¢t > 0.
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Aufgabe 4: Hamiltonsche Mechanik 22 Punkte

Ein freies relativistisches Teilchen der Ruhemasse m bewegt sich im eindimensionalen
Raum. Die Lagrange-Funktion ist durch

g ) (1)

gegeben, wobei v = 7.

(a) Zeigen Sie, dass die Hamilton-Funktion fiir die relativistische Lagrange-
Funktion in Gleichung (1) durch H = ¢y/p? + m2c? gegeben ist.

(b) Berechnen Sie die Poisson-Klammern {p, H} und {z, H}. Verwenden
Sie diese Ergebnisse, um die explizite Zeitabhingigkeit von x(t) zu bestimmen.

Durch Entwicklung der Hamilton-Funktion in Teilaufgabe (a) um den nichtrelativisti-
schen Limes lassen sich relativistische Korrekturen berechnen. Durch Addition eines
Potentials lassen sich auf dhnliche Weise relativistische Korrekturen zum harmoni-
schen Oszillator berechnen. Nach einer aufwendigen kanonischen Transformation
lasst sich die resultierende Hamilton-Funktion als

2 2 2
pr 1 p 1
H(z,p) = o + §mw8x2 + A <% + §mw8x2> (2)

schreiben.

(c) Bestimmen Sie die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen fiir die Hamilton-
Funktion in Gleichung (2).

(d) Zeigen Sie, unter Verwendung von Poisson-Klammern, dass
2
P 1
H(] = % + 577%085(?2 (3)
eine Erhaltungsgrofle ist.
(e) Verwenden Sie das Ergebnis der vorherigen Teilaufgabe um zu zeigen,
dass = der Differentialgleichung

i+wlr=0, (4)

geniigt, wobei w = wy (1 + 2AHy).

(f) [4 pt| Losen Sie die Differentialgleichung in Gleichung (4). Driicken Sie w
durch A\, m,wy und die Amplitude der Oszillation A aus.
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