KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORIE
DER KONDENSIERTEN MATERIE

Klassische Theoretische Physik IT SoSe 2023

Prof. Dr. A. Shnirman Klausur Nr. 1
Dr. A. Pavlov, A. Reich 08.08.2023
1. Kurzfragen (25 Punkte)

a) (i) Was besagt das Prinzip der extremalen Wirkung (in ein bis zwei Sétzen)? (3
Punkte)
(ii) Berechnen Sie die erste Variation 0 F des Funktionals

Pl = [ sin(y(a)) (0 )

1
und finden Sie damit unter der Nebenbedingung dy(x1) = dy(zx2) = 0 die
Differentialgleichung, der y(x) geniigen muss, damit F' extremal ist. (6 Punkte)
b) (i) Geben Sie die Kernaussage des Noether-Theorems in ein bis zwei Sdtzen wie-
der. (3 Punkte)
(ii) Gegeben sei die Lagrangefunktion
. 1., 2\ 2
L(‘T’yvxvy) = Z (1:2 + y2) - U(':C2 + y2)
mit einem Potential U, das nur vom Abstand zum Ursprung abhéingt. Geben
Sie einen expliziten Ausdruck fiir die Erhaltungsgréfie an, die mit der Invarianz
der Lagrangefunktion unter der Transformation

(:L’) (ac*) <cosa —sin a) <:c>

=" 1=1"

Y y sina cos« Y

mit o € R assoziiert ist. Beachten Sie, dass die kinetische Energie nicht qua-

dratisch in den Geschwindigkeiten ist. (6 Punkte)
¢) Wie miissen die Parameter «, f € R gew#hlt werden, damit die Transformation

Q(q,p) = q" cos(Bp), P(q,p) = q"sin(Bp)
kanonisch ist? (7 Punkte)

2. Gleitende Masse auf einem Rotationsparaboloid (25 Punkte)

Fine Masse m gleitet reibungsfrei unter dem
Einfluss der Schwerkraft g auf der Innen-
fliche eines Rotationsparaboloids, das durch
die Gleichung z = %(2%+y?) beschrieben wird \f.

(siehe Abbildung rechts), wobei a > 0. m

a) Nutzen Sie den Abstand zur z-Achse p g
und den Winkel zur z-Achse ¢ als ver-
allgemeinerte Koordinaten und bestim-
men Sie die Lagrangefunktion sowie die
zugehorigen Bewegungsgleichungen. (10 ® >y
Punkte)
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b) Bestimmen Sie die Energie F und die z-Komponente des Drehimpulses L,. Be-
griinden Sie, dass F¥ und L, Erhaltungsgréfien sind. Nutzen Sie L., um die -
Abhéngigkeit der Energie (dhnlich wie bei Zentralpotentialen) zu eliminieren und
sie zu schreiben als E(p, p, L) = Teg(p, p) + Uest(p, L) mit einer effektiven kineti-
schen Tug(p, p) und potentiellen Energie Ueg(p, L). (8 Punkte)

c) Skizzieren Sie die Form des effektiven Potentials Ueg(p, L,) fir L, > 0. Be-
schreiben Sie qualitativ die Bewegung, die die Masse bei einer gegebenen Energie
E > min(Ueg) ausfithrt. Markieren Sie in Ihrer Skizze des effektiven Potentials
jeweils den minimalen pp;, und maximalen pmax Abstand von der z-Achse, den
die Masse im Laufe der Bewegung erreicht. (7 Punkte)

3. Kleine Schwingungen (25 Punkte)

Gegeben sei die Lagrangefunktion L = T'— U einer Punktmasse m in zwei Dimensionen

durch

T(d1, &2, 21, B2) = % [zf + 2+ cos (%) 9315;2}
und

U(z1,22) =k [xlxg + 4d? (1 — oS <%> cos (%))}
mit einer Linge d und einer Federkonstanten k.

oL

a) Bestimmen Sie die zugehérige Hamiltonfunktion H(p1, p2, z1, 22), wobei p; = 7.

(10 Punkte)
Hinweis: Es ist hilfreich, die Beziehung zwischen den Impulsen (p1,p2) und den
Geschwindigkeiten (&1, &2) in Matrizform darzustellen. Fir das Inverse einer 2 X 2-

o —1 z
Matriz gitt (2 8) " = aprpe (1o 74').
b) Das Potential U weist ein lokales Minimum bei (z1,22) = (0,0) auf. Zeigen Sie,

unter der Annahme kleiner Abweichungen von diesem Minimum, z1/d, z2/d < 1,
dass die Lagrangefunktion auf die Form

2 2
1 L 1
L= 5 ' E ml-jxixj — 5 ' E Vijxiwj
i,j=1 i,j=1

mit
. m m/2 ~  (4k Kk
= <m/2 m ) und V= (k: 41{:)

gebracht werden kann. Geben Sie die zugehorigen Bewegungsgleichungen an. (5
Punkte)

c¢) Bestimmen Sie die Eigenfrequenzen der kleinen Schwingungen um (z1,z2) = (0, 0)
und geben Sie mithilfe der zugehorigen Eigenvektoren die allgemeine Losung der
in (b) bestimmten Bewegungsgleichungen an. (10 Punkte)

4. Rollender Zylinder (25 Punkte)

Ein homogener Zylinder der Masse M, Radius a und H6he A rollt unter dem Einfluss
der Schwerkraft g ohne zu rutschen auf einer zylindrischen Oberfliche mit Radius R
(siche Abbildung auf néchster Seite).
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a)

Berechnen Sie das Trégheitsmoment I des Zylinders beziiglich Rotationen um seine
Symmetrieachse. Nutzen Sie den Satz von Steiner, um daraus das Trégheitsmo-
ment I’ beziiglich einer Drehachse, die mit der Beriihrungslinie des Zylinders mit
dem Boden zusammenfillt, zu bestimmen. (8 Punkte)

Stellen Sie die Lagrangefunktion L(¢, ¢) des Systems auf. Bestimmen Sie hierzu die
Winkelgeschwindigkeit des Zylinders €. Beachten Sie, dass  # ¢. (11 Punkte)
Hinweis: Die momentane Drehachse fillt mit der Berihrungslinie des Zylinders
mit dem Boden zusammen.

Finden Sie die Bewegungsgleichung im Grenzfall kleiner Auslenkungen ¢ < 1 und
bestimmen Sie die Frequenz der kleinen Schwingungen um die Ruhelage ¢ = 0. (6
Punkte)
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