
Losungen zur Probeklausur 
Aufgabe 1 

a) Zyklische Variablen sind Variablen, die nicht in der Lagrangefunktion 

vorkommen. Nur ihre Ableitungen treten auf. Damit folgt aufgrund der 1 P 
Euler-Lagrange-Gleichung 

dd, 9, 40, 4 
°= aeag” ~ aq” = at ag” = at” 

Damit ist der generalisierte Impuls p = BL erhalten. 1P 

b) Die gesuchte Gréfe ist IP 

Bavdrt) = Lads?) ~ 45; Lands). 
Beweis: LP 

A049 = F (B40) - aZb40) = 
Oat meee ao . Rai iia 
dag ha dst) + Fa bla dst) — ~L(q,4,t) (4,4, t) = (mitE — L -G) 
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 Betrachte Variation des Wirkungsfunktionals 5(q(t)] = be L(q(t'), q(t’), t')de’. 

Prinzip der kleinsten Wirkung: 55 = 0. 

Variation der Bahnkurve q(t) > q(t) + €6(t) 2P 

5S = Sla(t) + €(t)] — S{a(t)] 

= [Hate + eb(0) act) edt, eae! — f * L(alt!), G(t!),t?)ae! 
to 

a = [ [xawr.aerner+4 L(q(t') + €6(t), g(t!) + €4(t), t/)lenoe + 0] dt! 
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Der letzte Term verschwindet da die Endpunkte der Bahn fest liegen und 

nicht variiert werden. Da die Variation 6(t) beliebig ist, muss der Term in 

eckigen Klammern unter dem Integral yerschwinden. Dies entspricht der 

Euler-Lagrange-Gleichung. 

kinetische Energie T in Kugelkoordinaten 

T= 5m? +126? +r? sin?(0)¢?) oder cos?(8) 

also ist die gesamte Lagrangefunktion 1P 

L= smi? +126? +r? sin?(9)¢?) — 2 

Zyklische Variable ist also ¢ und dir zugehérige Erhaltungsgré8e der Drehim- 

puls. 
IP 

Die einzige offensichtliche Symmetrietransformation ist eine Rotation um 

den x;-Achse. Die infinitesimale Variablentransformation ist okt 

@q 2} = 22 —€03, tg 23 = 1g + ex 

Das Noether-Theorem hat hier die Form 1P 

a a 60: Adlod ‘i ax 
J= wage hai gg Mat ym +02, 42 403402) = (water —erdea) 55 L(a P)



Aufgabe 2 

a) 

L= smi? + Ami? +199?) — mgr = 5m(or? +13¢?) — mgr 
1P 

6) 

fi Imi — mrg? +mg=0 (1) 

yp: mrp = Imrig + mr?g =0 (2) 

2 PB 

c) Es gibt eine zyklische Variable 

Emr =0 + mr’y=L-=konstant 

Ersetze in Gl. (1) durch L, man erhalt 1P 

2 
mit — — = mi ae +mg=0 

Multipliziere mit * und man erhalt eine totale Ableitung 

at wd 
am + ome + mgr | = 

Damit ergibt sich eine DGL erster Ordnung LP 

12? 2 1 LY =B 
mr + 2m + mgr 

> t= E/m gv 

a r Bue -t = 7 ih => t to= [a (2 ama ar’) 

d) Gleichgewichtslage * = 0,# = 0 in Gl. (1) 1P 

Le L2\h 
ae +mg=0 => m= (5) 

Entwickeln von Gl. (1) um die Gleichgewichtslage 1P 

12?  g a, LF 3. OL 9 08-5 oto 4 (ro) s+ 8 rrp)? 
amas +" 2 mrs He "5 m?(ro)4 +5 +0 ((r—10)!) 

en Heat



  

mit r =a +7o erhalt man einen harmonischen Osazillator dB 

é+w2=0 

mit Frequenz 
88 ab? 
  

Die allgemeine Lésung ist also 

r(t) = ro + Acoswt + Bsinwt



Aufgabe 3 

a) kinetische Energie in Kugelkoordinaten 1P 

re 5mr? +776? +r? sin? 04?) 

also fiir festes 0 
LP 

L=T-Us= snr? +r? sin? 06?) — mgr cos 6 

b) Bewgungsgleichungen: 
2P 

Ps mi — mr sin? 04? + mgcos6 = 0 

g: So? sin? 94) = 2r# sin? 06 +r? sin? 4g = 0 

zyklische Variable 

c) Virialsatz: 
1 P 

2(T) = k(U) 
Potential ist eine homogene Funktion vom Grad 1, also 

d) mechanische Ahnlichkeit: 

t r\1-k/2 

g7 (a) less 
Potential ist eine homogene Funktion yom Grad 1, also IP:



Aufgabe 4 

a) Lagrangefunktion 

1 1 1 
L= 5m? +1?) — gh? ~ qher! 

Bewegungsgleichungen: 

mi — mw?r + kur + kor? =0 

b) mégliche Gleichgewichtslagen 

(i) ro = 0 entwickle (3) 

mi —mw?r + kyr =0 

(3) 

Gleichgewichtslage, falls ky > mw, harmonischer Oszillator mit Fre- 
eae 

quenz w!? = femur" 

(i) ro = \/ ™4¢=* nur méglich, falls ky < mw: entwickle (3) 

m(io + &) — (mw? — ky) (ro +2) + ko(ro + 2) =0 

=> ma — (mw? — ky) + Bkar2a = 0 

=> ms + 2(mw? — ky)x = 0 

harmonischer Oszillator mit Frequenz w'? = 2(mw? — ky) 
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