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Kapitel 1
Einleitung

In dieser Vorlesung sollen die Grundbegriffe der analytischen Mechanik vermittelt werden. Die Mechanik
wurde als erste physikalische Theorie schon ab dem 17. Jahrhundert (Newton) formuliert und im 18.
und 19. Jahrhundert insbesondere durch Lagrange und Hamilton zu dem Prototyp einer physikalischen
Theorie entwickelt. Die Begriffsbildungen und Methoden der Mechanik dienten als Vorbild fiir die meisten
anderen Gebiete der theoretischen Physik, wie die Elektrodynamik und die Quantenmechanik. So ist z.B.
das Konzept der Feldtheorie, d.h. der Kontinuumsbeschreibung von Phianomenen durch Amplituden, die
von Raum und Zeit abhéngen und lokal verkniipft sind (z.B. durch Ableitungen), aus der Kontinuums-
mechanik der Fliissigkeiten und elastischen Korper entlehnt.

Die grofie Bedeutung von Symmetrien und Symmetrietransformationen fiir physikalische Systeme wurde
zum ersten Mal in der Mechanik erkannt. Dieser Teil der Mechanik ist von iiberragender Bedeutung und
wird deshalb hier ausfiihrlich behandelt.

Die analytische Mechanik ist auch heute noch Gegenstand intensiver Forschung. Dabei steht insbesondere
das sogenannte chaotische Verhalten im Mittelpunkt des Interesses. Dieses tritt in bestimmten nichtli-
nearen Systemen auf und ist fiir das Verhalten vieler physikalischer Systeme von Bedeutung. Beispiele
sind die Hydrodynamik der Atmosphire, die Umstromung von Objekten in Gasen oder Fliissigkeiten.
Aus Zeitgriinden kann diese Gebiet in dieser vorlesung nicht behandelt werden.



Kapitel 2

Lagrangeformalismus der Mechanik

Der Lagrangeformalismus gibt einen allgemeinen Rahmen fiir die Beschreibung der Dynamik (also der
Bewegungsvorginge) in einem physikalischen System. Wir wollen diesen Formalismus fiir die Mechanik
vorstellen und zunéchst eine Motivation dafiir geben. Wir wir in der vorangegangenen Vorlesung Theorie
A sehen konnten, geben die Newtonschen Bewegungsgleichungen eine vollstdndige Beschreibung eines Sy-
stems von Massenpunkten in d Dimensionen. In vielen Fillen ist die Bewegung der Korper eingeschrénkt,
z.B. durch feste Verbindungsstangen zwischen den Koérpern. In diesem Fall ist die Ableitung der entspre-
chenden Newtonschen Bewegungsgleichungen u.U. nicht ohne weiteres moglich. Man spricht dann von
Zwangsbedingungen, denen das System ausgesetzt ist. Wir wollen zun#chst betrachten, was man darunter
versteht.

2.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrifte: Lagrange-Gleichungen 1. Art

Wir betrachten Systeme von N Massenpunkten mit Massen m; , i = 1,2,..., N. Wenn alle Massenpunkte
in ihren dreidimensionalen Bewegungsmoglichkeiten uneingeschriinkt sind, hat das System f = 3N , Frei-
heitsgrade®. Wir wollen jetzt solche Fille voraussetzen, in denen die Massenpunkte nicht uneingeschrdinkt
beweglich sind, sondern gewissen Zwangsbedingungen unterworfen sind, z.B.

a) alle Massenpunkte sind an eine Fliche im Raum gebunden

b) die Abstinde der Massenpunkte sind paarweise konstant (starrer Kdrper).

Zwangsbedingungen lassen sich hdufig in der Form

AH(FI;FQV'WFNat):O ) M:1725"-7NZ
schreiben. Man nennt sie dann holonom und weiter skleronom, falls agt = 0 oder rheonom, falls 6;“ £ 0.

Wenn die Nz Gleichungen A, = 0 unabhingig sind, betridgt die Anzahl f der Freiheitsgrade des Sy-
stems

f=3N - Ny

Beispiele:



a) alle m; kénnen sich nur in einer Ebene bewegen:

a-rm—c=0 , a,c = const.

hier ist Nz = N und damit f = 2N

b) alle m; sind an eine Ebene gebunden, die sich mit Geschwindigkeit #y bewegt:
a-(r; —opt) —c=0

Nz=N , f=2N

¢) Die Abstéinde der m; sind paarweise konstant:

—

7 — 75| = r;; = const.
| i =i

die verbleibenden Freiheitsgrade im Fall N > 3 sind durch die Bewegungsmoglichkeit der Translation des
Schwerpunkts und der Rotation des Systems als starrer Kérper um drei orthogonale Achsen gegeben und
damit ist f = 6. (Fir N =2 ist f =5)

Zwangsbedingungen, die von den Geschwindigkeiten abhédngen, nennt man nicht holonom.

Der Ein_ﬂuss der Zwangsbedingungen auf die Bewegung der Massenpunkte ldsst sich durch sog. Zwangs-
krdfte Z; beschreiben, die zusétzlich zu den eigentlichen Kriften F; auf die m; wirken, so dass die
Newtonschen Bewegungsgleichungen lauten:

mit, =F+27;, , i=12,...,N

Die Zi werden im Allgemeinen von der Bewegung selbst abhéingen und sind damit als Funktion von 7
und 7; zu verstehen.

Im einfachsten Fall eines einzigen Massenpunkts m, dessen Bewegung der Zwangsbedingung
A(F,t) =0

unterliegt, findet die Bewegung offenbar auf der durch A = 0 definierten, u.U. zeitabhéngigen Fléche
statt. Auf dieser Fliche soll die Bewegung ohne Einschrinkung verlaufen, d.h. die Zwangskraft muss
senkrecht zur Flidche gerichtet sein:

Hierbei haben wir benutzt, dass VA in Richtung der Normalen auf diese Fliche zeigt. Der Proportiona-
litdtsfaktor A(¢) ist dabei noch zu bestimmen.

Ergidnzung: Die Aussage, dass VA stets senkrecht auf der durch A definierten Fliche steht, lisst sich
so zeigen: Wir betrachten zwei infinitesimal benachbarte Punkte 7 und 7+ dr auf dieser Fléche, so dass
gilt:

A(Ft) =0 , A(F+drt) =0

Die zweite Gleichung entwickeln wir nach dr"

A(F + d,t) = A(F,t) + VA - di + O((di)?) = 0



Daraus folgt VA-di =0, und da d7 ein beliebiger (infinitesimaler) Vektor parallel zur Tangentenfliche
im Punkt 7 ist, muss damit VA senkrecht auf der Fldche stehen.

Die Bewegung des Massenpunkts wird also durch folgendes System von Gleichungen beschrieben:
mi=F + \-VA(F )

A7) =0

Als Beispiel betrachten wir das mathematische Pendel in der x-z-Ebene.

Aty =a*+22-12=0
VA =2(z,0,2)

Bewegungsgleichungen:
mi = 2 \x
mz=—mg-+ 2z

2 +22-12=0

Dieses Vorgehen lidsst sich unmittelbar auf mehrere Teilchen und mehrere Zwangsbedingungen verall-

gemeinern. Die 3N Bewegungsgleichungen und Nz Zwangsbedingungen ergeben Lagrangegleichungen 1.
Art:

R 0 Lo S )
myT; :E+Z)\“(t)a_f’iA'“(Tl’TQ’“"TN’t) ; i=1,...,N
p=1
AH(Fl,...,’FN,f):O 3 /L:L...,NZ



Die Zahl der Zwangsbedingungen ist durch Nz < 3N — 1 begrenzt, damit mindestens ein Freiheitsgrad
vorhanden ist.

Energieaufnahme durch Zwangsbedingungen:

Um die Energiebilanz zu untersuchen, multiplizieren wir die Bewegungsgleichung fiir das i-te Teilchen
mit 7; und verwenden wie frither die Identititen

Lo 1d.,
YT
o dU

und — 7 - Fy =7 - = —
R dt

Aus den Zwangsbedingungen folgt (konservative Kréfte vorausgesetzt)

d 0 0
A 7 =0— —A, =7, -—A —
M({rh t}) 0 dt M T 87_’; H + at

Damit ergibt sich die Energieéinderung pro Zeit, die durch die Zwangsbedingungen verursacht wird als

A, =0

dE Nz 0 N
E = — Z )\u(t)&Au({ria t})

wobei B =" %ﬁ 2+ U7}

die Energie des Systems ist. Falls also die Zwangsbedingungen und damit die A, nicht explizit von der
Zeit abhéngen, ist die Energie erhalten.

2.2 Lagrangegleichungen 2.Art

Die im letzten Abschnitt eingefiihrten Zwangsbedingungen Z; sind HilfsgroBen, die i.A. nicht von physi-
kalischer Bedeutung sind. Es ist deshalb anzustreben, sie von vorneherein zu vermeiden, z.B. indem man
sie als ersten Schritt zur Losung der Lagrangegleichungen 1. Art eliminiert. Dieses Verfahren fiihrt jedoch
u.U. auf unnétig komplizierte Formulierungen. Eine 6konomische Durchfithrung dieser Idee wird durch
die Verwendung verallgemeinerter Koordinaten erméglicht, die so gewéhlt sind, dass sie genau den durch
die (holonomen) Zwangsbedingungen definierten Unterraum parametrisieren.

Verallgemeinerte Koordinaten

Die Zahl der Freiheitsgrade eines Systems von N Teilchen im 3-dimensionalen Raum, das Nz Zwangsbe-
dingungen unterliegt, ist f = 3N — Ny.

Von den urspriinglichen 3N Koordinaten sind damit nur f Koordinaten voneinander unabhéngig. Wir
bezeichnen jede Wahl dieser Koordinaten als verallgemeinerte oder generalisierte Koordinaten

q=1{q1,q,...,qr}

Die Wahl der ¢; ist nicht eindeutig, und wird von Symmetriegesichtspunkten und moglichst grofler Ein-
fachheit bestimmt.



Die Orte aller Teilchen sind durch die Wahl der g; festgelegt:

7 = Ti(q1,q2, - -, qf3t)

und die Zwangsbedingungen sind fiir beliebige ¢; automatisch erfiillt

AL (g1, g2, aqp5t), ... TN (q1, 92, - -, qp3t)) =0 , w=12 ...

Beispiel: Ebenes Pendel mit variabler Fadenldnge ()

Der einzige hier vorhandene Freiheitsgrad ist der Winkel ¢(t)
Mit der Darstellung der kartesischen Koordinaten des Massenpunkts

x=1(t)singp
z=—I(t)cosp
y=0

ist die Zwangsbedingung 22 + 22 = [?(t) automatisch erfiillt.

Lagrangefunktion
Wir multiplizieren die Bewegungsgleichung fiir m; mit g;i und summieren iiber i:
z DA oF,
A B i _
m;T; — F Z)‘“(t) o7, =0 Zaqa (a=1,...
My
und beniitzen, dass aus A, ({¢.},t) = 0 folgt
0A, . or; 0A,
90e =0 und damit Z 90e 87"1 =

7NZ

Ergénzung: A, héngt von ¢, iiber die kartesischen Koordinaten 7;({¢as},?) ab. Damit ist

04, O0rF;
Z or, o (Kettenregel)

5qa

Die Zwangskrifte fallen damit aus obigen Gleichungen heraus:

. OF - o
AL —0
Z (m " 0qa aQa)

i




Diese f Gleichungen lassen sich wie folgt umformen. Wir beniitzen zunéchst, dass aus 7; = 7;(q,t) durch
totale Ableitung nach t folgt:

. Or or; . R .
TP = atz + . a—q;Qa = 75({gas Gat:t)

und damit .
or;  or;

04a B 0qa

Fiir den 1. Term der Bewegungsgleichungen ergibt sich somit unter Benutzung dieser Beziehung
. OF T A 1 - o 1 - df 8 o
i = iTi =33 D) Ml ¢ — 75— ) smil, = Y5 L ¢— 77T
wobei T' = % > mlr'f die kinetische Energie bezeichnet.

Beweis:

d| 0 1 - d Lo . O Lo
%{%;?nﬂ:?}E{;miﬁ'a;};mﬂi'iﬁL;miﬁ'a;

_d o7, o dr;,  oF;
wobel — = —_— =

dt qa  9ga At Iqa

benutzt wurde.
Fiir die Kraftterme gilt &hnlich:

L on ou\ or
ZFi'aqai . <5ﬁ>'0qa aan(q’t)

[ 7

wobei U(q,t) = U(r1(q,t),7(q,t),...,7n(q,t)) die potentielle Energie des Systems, ausgedriickt durch
die verallgemeinerten Koordinaten, ist.

Die Bewegungsgleichungen lassen sich mit Hilfe obiger Umformungen kompakt schreiben als

d (0L _ oL
dt \9a)  0qa

mit o =1,2,..., f, wobei L die Lagrangefunktion darstellt, definiert als

L(qv Qa t) - T(qv 47 t) - U(Qa t)

Diese als Lagrangegleichungen 2. Art bekannten Bewegungsgleichungen eines Systems von Massenpunk-
ten stellen den wichtigsten Ausgangspunkt zur Losung von Problemen in der Mechanik dar. Dabei ist ein
System eindeutig charakterisiert durch seine Lagrangefunktion L, i.A. gegeben als Differenz von kineti-
scher Energie 7' und potentieller Energie U. Diese ist eine Funktion der verallgemeinerten Koordinaten
q und Geschwindigkeiten ¢, sowie der Zeit t.



Die Aufstellung von Bewegungsgleichungen fiir Systeme mit Zwangsbedingungen erfolgt also in drei
Schritten:

1) Wahl einer geeigneten Parametrisierung des f-dimensionalen Unterraums des 3 N-dimensionalen Kon-
figurationsraums — ¢ = {q1,42,---,qr}

2) Bestimmung von 7" und U — L

3) Aufstellung der Lagrangegleichungen

2.3 Erhaltungsgréfien

Wie bereits in Theorie A diskutiert, spielen Erhaltungssétze eine wichtige Rolle fiir das qualitative Ver-
halten eines Systems. Auch fiir die Losung der Bewegungsgleichungen sind sie von grofiem Nutzen. Im
Lagrangeformalismus sind Erhaltungsgrofien dadurch charakterisiert, dass die Lagrangefunktion L(q, g, t)
von einem oder mehreren ihrer Argumente nicht abhéingt.

a) Energieerhaltung

Wir betrachten zuerst den Fall, dass L nicht explizit von der Zeit abhéngt.
oL
ot

Die totale zeitliche Ableitung von L ergibt dann

f
d oL oL d oL OL d oL
al= oot o —Ga ¢ = — 7 |dat 5 Gay = o Ga Produkt 1
dt Z{aqaq +5(jaq } ;{(dtaqa>q +5qaq } a {gath } (Produktregel)

0

wobei im 2. Schritt die Lagrangegleichung benutzt wurde. Wenn wir den Term auf der rechten Seite der
Gleichung auf die linke Seite schreiben, ergibt sich ein Erhaltungssatz:

d
ZH=0
dt

wobei die Erhaltungsgrofie H definiert wurde:

H heifit Hamiltonfunktion.

Falls die Zwangsbedingungen nicht explizit von der Zeit abhéngen, ist die kinetische Energie quadra-
tisch in den ¢,

T= Z aa[ﬂjadﬁ
a,B

mit Koeffizienten aqp (verallgemeinerter Massentensor). Wenn zusétzlich U nicht von den Geschwindig-

keiten ¢, abhéngt, ist
oL . .
Zﬁﬂh=§%w%%=ﬂ
qo

a a,p

10



und damit ist
H=2T-L=T+U=F

Die Hamiltonfunktion ist dann gleich der Energie des Systems.

b) Zyklische Koordinaten

Im Falle, dass L von einer der verallgemeinerten Koordinaten gg nicht explizit abhéngt, d.h.

oL
ZZ 0
9qs
nennt man gg eine zyklische Koordinate.
Aus der Bewegungsgleichung
d OL 0L _
dt dis — dgp

folgt dann, dass der zugehorige verallgemeinerte Impuls pg:

oL
PP = 4

zeitlich erhalten ist, d.h. pg = const.
1. Beispiel: Freies Teilchen, L = %7”2

__ 0L -
=>p= ; = mr = const. Impulserhaltung
7

2. Beispiel: Massenpunkt auf einem Kreis in der x-y-Ebene, L = %lngQ , qg=lp

Qm

o)

Jz = == = mlp = const. Drehimpulserhaltung

Nichtkonservative Krifte
Im Falle von Kriften, die sich nicht als Gradient eines Potentials schreiben lassen, sind die Lagran-

gegleichungen 2. Art zu erweitern. Wir gehen aus von den jeweiligen Krafttermen und leiten geeignete
Zusatzterme ab.

11



a) Elektromagnetische Kréfte

Ein elektrisches Feld E und ein Magnetfeld B iiben auf eine Ladung @ die sogenannte Lorentz-Kraft
aus

E=0Q- (E(F, t) + 7 x B(7, t))

Der magnetische Anteil dieser Kraft ist von der Geschwindigkeit P abhéngig und damit nicht konservativ.
Wir versuchen eine Verallgemeinerung der Formulierung fiir konservative Systeme, indem wir im Potential
U auch von 7 abhingige Terme zulassen. Bei unverédnderter Anwendung der Lagrange-Gleichung (mit
(g1,92,q3) = (21, 22, 23), den kartesischen Koordinaten)

daL_d(aT 8_U)_8L

dt 0o dt \Odo  0da)  Dda
ergibt sich also ein Zusatzterm zur Kraft
e _dw
"R 9Ga

Frage: Gibt es eine Funktion U,,;, aus der nach Differentiation beziiglich 7 und Zeitableitung die Lorentz-
kraft folgt?

Antwort: Ja, aber diese Funktion lisst sich nur durch das Vektorpotential A des Magnetfeldes ausdriicken
(zuniichst ohne Zwangsbedingungen)

—

Uni = —QF - A(7 t)

Die elektromagnetischen Potentiale ®(7,¢) und g(f’, t) sind definiert durch die Gleichungen

- Y
E=-Vo-— —

Ve
B=VxA

Das gesamte Potential ist gegeben durch
U(F,7t) = Q- 2(F1) - Q " A(F,1)

Wir setzen in die Lagrangegleichung ein und erhalten folgenden Ausdruck fiir die Kraft

K

Il
4
-~
4

|

3
= LS d -
—-QVe®+Q g T, VA, (T, 1) — QEA(T, t)

j=1

. 9A 94 L A |
QE+Q _QE—FQZ <$jVAj(7‘,t)——.l‘j>
j=1

ot

Der letzte Term ldsst sich umformen:

3 -
- 0A . > o
=1 ’



womit gezeigt ist, dass K die Lorentzkraft ist.
Die Lagrangefunktion hat also die Form

L(F,7t) = 7% — QO(F,t) + QF - A(7,t)

T
2
Falls Zwangsbedingungen vorliegen, ist ¥ = 7({¢s}) zu setzen.
b) Reibungskriifte
Eine realistische Beschreibung mechanischer Systeme aus makroskopischen Kérpern erfordert die Bertick-
sichtigung von Reibungs- oder Dampfungseffekten. Die entsprechenden Kriifte treten nur fiir bewegte
Teilchen auf, d.h. bei endlicher Geschwindigkeit. Fiir kleine Geschwindigkeiten ist oft ein linearer Zusam-

menhang gegeben. '
Kaiss,i = =T : i-tes Teilchen

Derartige Kréfte fithren in der Lagrangegleichung fiir die a-te Koordinate zu Zusatztermen

N . 87?1
Z Kdiss,i a—
i=1 q

[e3%

Diese Zusatzterme lassen sich nicht durch einen ?’—abhéingigen Zusatz zu L erfassen. Es ist aber moglich
und sinnvoll, eine weitere skalare Funktion F' (neben L) zu definieren als

. N N
F() =Y 5wh® = Fladn=) 39
=1 i=1

Fiir die verallgemeinerte Dissipationskraft gilt dann

l\’)l»—t

*(q,4,t)

940 = 0F O4a
N

ZN: LR N oorF  oF,
diss,i - -

OF OF, or

oF 9o 0da

i=1

Die modifizierten Lagrangegleichungen lauten

i(aL) oL _ OF

9ia) 900 000"

F ist die Rayleighsche Dissipationsfunktion. Sie ist gleich der halben vom System gegen Reibung abgege-
benen Leistung.
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Kapitel 3

Variationsprinzipien der Mechanik

3.1 Variationsrechnung

Die Variationsrechnung behandelt die Losung von Problemen, bei denen der extremale (minimale oder
maximale) Wert einer Grofie zu finden ist, die als Integral iiber einen Funktionalausdruck darzustellen
ist. Wir betrachten ein erstes Beispiel:

Gesucht ist die Funktion y(z), mit Randwerten y(x;) =y, die das Funktional

J=Jly] = / dz F(y.y, )

1

mit ¥y’ = dy/dr zum Minimum macht.

Losungsstrategie:
yo(x) sei die gesuchte Funktion. Dann muss fiir jede infinitesimal davon abweichende Funktion y(z) =
yo(x) + 0y(x) = yo(x) + en(x) mit € infinitesimal und n(x) beliebig, aber n(x1) = n(z2) =0, gelten:

Jyo+en(@)] > Jyo . V)
Hieraus folgt
d
L o+ enfe)] leco = 0
in Analogie zur Bedingung fiir ein Extremum einer Funktion f(z): f'(z) = 0 bei x = x.

Aus der Bedingung % = 0 lasst sich eine Differentialgleichung fiir y(z) ableiten:

[T [oF oF , 7.
A {ayn(z)wLay/n(x)} Lo

1

< Tlyola) + ent)]

e=0

Nach partieller Integration des zweiten Terms

QR [dF " [ d (OF
Lo g =[ae] - [ oo (5)

=0

T2 OF d [OF |
L /zl e [a—y & <a—y/>} (@) =0

folgt




Das Integral soll fiir beliebiges n(z) verschwinden, was nur moglich ist, wenn der Ausdruck in den Klam-
mern Null ist.

d F ! F !
= Eulergleichung . <8 (g’; ’x)> = 0 (%’; ,2)

Die Losungen y(x) dieser DGL 2. Ordnung ergeben stationdre Punkte von J[y]. Falls mehrere Losun-
gen existieren, ist die zum Minimum gehorige zu finden.

Folgende Kurznotation ist iiblich:

oF oF oF d OF
5J:J[y+5y]f<][y]:/dz — 8y + —8y :/dx — ———|dy=0
Y Y By da oy

51 _OF 4 OF _
Sy Oy dx Oy

Variationsprobleme mit Nebenbedingung

Wenn die aus einem Extremalprinzip zu bestimmende Funktion y(z) weiteren Bedingungen geniigen
muss, spricht man von einem Variationsproblem mit Nebenbedingungen.

Beispiel: Eine Kette mit konstanter Massendichte p und Linge L werde im Schwerefeld der Erde (g=Erdbeschleunigung)

aufgehéngt.
Y.
WP
PZ
V2
Frage: Welche Kurvenform nimmt die Kette an? X X2 %x

Der Gleichgewichtszustand wird durch den minimalen Wert der potentiellen Energie bestimmt:

2 T2
J:Upot:/gpyds:gp/ dr yv/1+ y'2 = min.
1 T

1

Element der Bogenlinge: ds = /1 + 32 dx

Die Nebenbedingung besteht darin, dass die Lidnge der Kette gegeben ist:

T2
K[y]:/ de \/1+y?2=1L

x1

15



Nebenbedingungen der Form K[y] = C heiflen isoperimetrisch.

Nebenbedingungen lassen sich mit Hilfe der Methode der Lagrangemultiplikatoren in ein verallgemeinertes
Extremalprinzip aufnehmen: Statt J[y] = min. und K[y] = C kann man setzen

Ty, Al = Jly] = MK[y] — C) = min.

Die Extremalbedingungen sind dann:

oJ*
—0=K _
o — 0= KWl -C
oJ* 0J 0K
und 5y =0= @ — @

oder ausgeschrieben, mit
xo
Iyl = / dz F(y,y',x)

und Ky = / dr G(y,y',x) =C
oJ* d (OF oG oF 0G
O @ (08 05 2 \9E
oy dx \ Oy’ oy’ oy dy

Beweis:
Wir nehmen an y = yo(x) sei die Losung und betrachten kleine Abweichungen

Yy =vo(x) + e1m (x) + e2ns(2)
wobei 7, () und n4(x) linear unabhéngig sind. Dann wird durch
Kly] = K(e1,62) =C

eine Kurve in der €1-ea-Ebene festgelegt, die durch den Nullpunkt geht. Fiir Werte von (€1, €2) auf dieser
Kurve ist
Jly] = J(e1, €2) = min.

am Punkt e; = e; = 0. Man sieht, dass nun zwei linear unabhéngige Funkionen n, (z) und 7, (z) erfor-
derlich sind, um die Nebenbedingung erfiillen zu kénnen.

Es sind also die Gleichungen zu losen:

0K
0K 0K des  Pey
K = —_— _ _ = — _— = —
(61, 62) C e, der + e deo 0 des a_K
662

oK

0 0Jdes _ 0] 0T dey

661 662 d61 R 661 662 a_K

862
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Diese Gleichung ergibt sich aber aus der Bedingung J — AK = min.

oJ oK __ 0

o — g = oK

e 91 oJ  0J G 0
21 ok _qo | Oa e GE

862 662 -

3.2 Prinzip der kleinsten Wirkung (Hamiltonsches Prinzip)

Frage: Lassen sich die Lagrangegleichungen als Eulergleichung eines Variationsprinzips auffassen?

d (0L _ oL
dt \0a)  0qa

legt nahe, sie als Eulergleichungen fiir das Stationaritétsprinzip

Die Form der Lagrangegleichungen

ta
S = / dt L(q,q,t) = stationir

t1
aufzufassen. S ist die Wirkung, bzw. das Wirkungsfunktional. Dabei sind die Randbedingungen
da(t1) = qia ; da(t2) = g2a  gegeben.

Meist wird S minimal. Man spricht deshalb vom Prinzip der kleinsten Wirkung.
Die Bestimmung des Bewegungsablaufs eines mechanischen Systems lédsst sich also so formulieren:
1. Man finde die Lagrangefunktion L, meist gegeben durch L =T — U, und damit die Wirkung S.

2. Man betrachte alle Wege ¢(t) = {qa(t)}, die von den Anfangspunkten g, zur Zeit ¢; zu den Endpunk-
ten goq zur Zeit to fithren und finde die Wege g4(t), die das Minimum (oder Extremum) von S ergeben.
Falls q(t) der gesuchte Weg ist, gilt

Sla(®)] = Sla(®)]

fiir alle q(t).

Y.
b P
PZ
Y2
X1 X2 “x

3. Aus der Stationaritdtsbedingung % = 0 folgen die Lagrangegleichungen.
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Die Lagrangegleichungen 1. Art lassen sich ebenso aus der Stationaritdtsbedingung fiir die Wirkung,
aber nun mit den Nebenbedingungen

Ay(z,t) =0 , nw=1,2,...,z

ableiten. Man kann die Nebenbedingungen mit Hilfe von Lagrangeparametern A\, (t) beriicksichtigen, was
zu dem Variationsproblem
§5*[x, A\, t] =0 fiihrt,

mit Sz, A\ t] = /t2 dt lL(z, z,t) + i Au(t)Au(x,t)

t1

Hier ist die Variation sowohl nach z(t) = {x;(¢)}, als auch nach A, (¢) vorzunehmen.

Das Prinzip der kleinsten Wirkung stellt die allgemeinste und kompakteste Formulierung der Mecha-
nik dar. Sie ist vollkommen unabhingig von der ,Darstellung®, d.h. von der Wahl der Koordinaten
(Kartesisch, Winkel, etc.). Ein weiterer Vorteil ist, dass sich die Form der Lagrangefunktion durch Sym-
metriebedingungen stark einschréanken ldsst.

Fiir die Lagrangefkt. eines freien Teilchens muss gelten:

1. L kann nicht explizit von ¢ abhéngen (Homogenitéit der Zeit)

2. L kann nicht explizit von 7 abhéngen (Homogenitét des Raums)
3. L muss isotrop sein.

Damit kann L nur eine Funktion von 72 sein. Die einfachste Moglichkeit ist
L = const. 7>

Mit const. = % ist das die bekannte Form.

Unbestimmtheit der Lagrangefunktion:
Zu L kann ein beliebiger Term hinzugefiigt werden, der eine totale Zeitableitung einer Funktion von ¢
und ¢ (aber nicht ¢) darstellt:

d
L*(q,q,t) = L(q,q,t) + %f(q, t)

Dieser Zusatzterm fiithrt zu einer additiven Konstanten in S:

to

d
AS = dt Ef(q,t) = f(go,t2) — f(q1,t1) = const.
t1

Beispiele:
(i) Galileitransformation:
Im Falle konservativer Krifte folgt mit 77— ¥+ ¥/ :
d

L — LAmit+=g2=L+(mi o+

m_,
M52y
2 di 30t

Man erkennt, dass Terme hoherer Potenzen in 2 | die nach der obigen Symmetriebetrachtung in L
zuléssig wiren, die Galileiinvarianz verletzen, und damit ausgeschlossen werden miissen.
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(ii) Eichtransformation in der Elektrodynamik:
Die Definition der elektromagnetischen Potentiale ®, A durch

B=VxA

S R 10A
A— A+ VA , d— P — _5_
c Ot
mit beliebigem A(7, ) invariant.
L #ndert sich dabei wie {L = %FQ —qP+ %F Al:
q dA(71)
L—L+-= .
- c dt

Damit folgt die Invarianz der Bewegungsgleichungen ohne weitere Rechnung.

3.3 Symmetrien und Erhaltungsgréf3ien. Noethertheorem

Das Prinzip der kleinsten Wirkung stellt den besten Ausgangspunkt fiir die Beschreibung allgemeiner
Zusammenhiinge in der Mechanik dar. Das wichtigste Beispiel dafiir ist die Ableitung eines allgemeinen
Zusammenhangs zwischen bestimmten Symmetrien des betrachteten Systems und daraus folgenden Er-
haltungssétzen.

Wir betrachten das Verhalten der Wirkung S, bzw. der Lagrangefunktion L(z,#,t) zunichst fiir ein
Teilchen mit Koordinaten x; unter einer beliebigen infinitesimalen raum-zeitlichen Transformation

T; —>$: :$i+6'1/1i(l',i',t)

t—t"=t+e- px,,t)

mit e infinitesimal, wobei 9, (x, 2, t) und ¢(z, &, t) beliebige Funktionen sind.

Beispiele:

(i) Zeittranslation t*=t+e , af(t*) = x:(t)

(ii) Rdumliche Translation zf =z,+¢ , t*=t
(iii) Drehung ™ =7F+ewx7 , t*=t

(iv) Galileitransformation 7 =7F+4+e 0t , t*=t¢

Wir vergleichen die transformierte Wirkung

5
S* :/ dt* L(z*, ", t%)
t

*

mit den transformierten Randbedingungen
TEt) = zi(th) + ey, (z(tl),:'c(tl ),tl)
2 2 2 2 2
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mit der urspriinglichen Wirkung S.

Falls §* = S, ist die Wirkung invariant unter der betrachteten Transformation und es gilt

oS

2 Y

Hieraus ldsst sich ein Erhaltungssatz fiir eine Grofle Q(x, &,t) ableiten:

d
%Q(ac,ab,t) =0 , wobei
oL oL .
QZ%“‘*G %f“) #

Beweis:

£ ¢ ¢
2 dx* 2 dx* dt* 2 dx d
S* = dt* L(z*, —,t") = dt L(z*, —,t* = dt L(x, —,t — < L(x*, —
/t; (x’dt*’ ) /t (x’dt*’ )dt /t (x,dt,)—i-e[de{ (z*,

1

Damit S* =S muss gelten

de dt*’" 7 dt
Zunichst folgt aus t* =t + ep
dt* 14 dy
= €—
dt dt

*
und aus z] = x; + €,

dao; _ day di <dzi +€d¢i) <1ed_¢) e e o)

dt* dt dt* dt dt dt dt

d dip; dgo dy
de{L(wz‘i‘ﬂ/J“% 7 ar t—l—ego) (1+edt)} B
. d oL d
z z ( s")+_ Lo
0x;
o d oL oL . dcp 8L

ot dt
oL _ d oL

Dann ist

wobei benutzt wurde.

Unter Verwendung von

dt ot

oL d (0L . oL .

Tt dt iax.ia:z
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ergibt sich
d

mit der Erhaltungsgrofie

oL oL
Q= Z 8—5511/)1 + (L - Z a—ﬁ%) p = const.

Es gilt also folgender allgemeiner Zusammenhang, der als Noethertheorem bezeichnet wird:

Eine Symmetrie des Systems, die in der Invarianz der Wirkung gegeniiber einer einparametrigen
Raum-Zeit-Transformation besteht (festgelegt durch die Funktionen ), und ¢) ist verkniipft mit
der Existenz einer Erhaltungsgrofie @.

Symmetrie S — Erhaltungsgrofie
S*=S5 Q = Q(z,x,t) = const.

Dieser tiefliegende Zusammenhang zwischen dem Verhalten des Systems unter Symmetrietransforma-
tionen und der beobachtbaren Konsequenz der Existenz von Erhaltungsgrofien ist von grundlegender
Bedeutung fiir die gesamte Physik.

Beispiele:
1. Homogenitét der Zeit: L héngt nicht explizit von der Zeit ab:

=z — ;=0
t"=t4+e — =1

oL .
=Q=L-) zrii
m; .o

st Q=T-U-2I'=—-(U+T)=-FE

— Energieerhaltung

2. Homogenitit des Raums: L ist invariant gegen zeitunabhéngige rdumliche Verschiebungen, z.B. in
x-Richtung
7:::7?"—’_6‘% - ’L/anzl ’ wny:wnzzo

t"=t — =0
Q:Z%:meipx:const.

—

L .
wobei Py, = —— der Impuls des n-ten Teilchens ist und P der Gesamtimpuls des Systems ist.
Tn
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3. Isotropie des Raums: Invarianz von L gegen Rotationen um eine beliebig gerichtete Achse durch einen
Bezugspunkt (der als Ursprung gewihlt wird), z.B. Drehungen um Achse & fiir einen Massenpunkt

7 =F+e(@x7)

* N ~ N
ZEZ-:Iz'vLGE CRWET] — Y= E €ikl Wk T} ) Y=wxT
Kl Kl

oL A o
Q:Za_iiwi:Zpieiklwkxl:]D'(wa):w.L

Drehimpuls L=Fx p.
Q ist die Drehimpulskomponente in Richtung der Drehachse.

Erweitertes Noethertheorem

Die Invarianzbedingung S* = S ist stirker als die einzig wesentliche Bedingung, dass die Bewegungsglei-
chungen invariant unter der betrachteten Transformation sind. Dies ist d4quivalent zu

05" =08

Da 05 nur bis auf totale Zeitableitungsterme bestimmt ist, kénnen auch solche Transformationen als
Invarianzoperationen zugelassen werden, die die Lagrangefunktion um eine totale Zeitableitung &ndern,
d.h. die Invarianzbedingung lautet:

d dx* dt*}
0

d
_ L * T * ——
de [ @ G ) g g/ @)

und damit ergibt sich als Erhaltungsgrofie

oL oL
Q:Za_xld)er (Lza—xlzz> ¢ — f(z,t) = const.

Beispiel: Galileiinvarianz fiir ein System von N wechselwirkenden Teilchen:

Pt =7, +eta , W, =ta , t'=t

de
d.h. es gilt nicht S* = S, sondern nur §S* = 45!

d dt* . d ~ d

Q:Zaa_éqzn_f(mat)ZM(ﬁt—R)-@:const.
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Da dies fiir beliebige Richtung @ gilt, ist also
Rt — R = const. — é(t) = Gt + Ro

Dies folgt aber bereits bei Translationsinvarianz aus der Impulserhaltung: M R = const.

Erganzung:

Das sogenannte Noether-Theorem wurde von der Mathematikerin Emmy Noether in einer grundlegenden
Untersuchung zur modernen Algebra formuliert. Sie hat mit ihren Arbeiten nicht nur die theoretische
Physik, sondern auch die Mathematik des 20. Jahrhunderts entscheidend beeinflusst.

1882 als Tochter des Mathematikprofessors Max Noether geboren, wirkte sie nach dem Studium der
Mathematik ab 1919 als Dozentin in Gottingen. Nach dem Entzug der Lehrberechtigung 1933 durch die
Nationalsozialisten emigrierte sie in die USA, wo sie 1935 in Princeton starb.
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Kapitel 4

Bewegte Bezugssysteme

Transformationen von einem festen Bezugssystem in ein bewegtes sind sowohl von praktischem Inter-
esse, z.B. wenn sich Massenpunkte unter dem Einfluss von zeitlich verénderlichen Zwangsbedingungen
bewegen, als auch von grundsétzlichem Interesse, wenn es z.B. um die Frage geht, in welchem Bezugssy-
stem die physikalischen Gesetze die einfachste Form annehmen. Im Folgenden betrachten wir nur lineare
Transformationen.

4.1 Bewegte Inertialsysteme. Galileitransformation

Wir gehen aus von einem Inertialsystem IS mit kartesischen Koordinaten (z,y, z) (21,22, 23) und

betrachten ein weiteres kartesisches Koordinatensystem K.S' mit (z'y'2") = (2}, 25, x%).

Frage: Wie darf sich K5’ relativ zu I.S bewegen, so dass die Newtonschen Axiome in K S gelten?

1. Fall: Die Achsen von IS und KS’ seien parallel, wobei der Ursprung von KS’ mit dem Ursprung

-

von IS durch den Vektor d(t) verbunden sei.

-

Falls KS’ ein Inertialsystem sein soll, muss mit (1. Axiom)
mr =0 auch gelten mr’ =0
Daraus ergibt sich die Bedingung cf = 0. Integration liefert
dt)y=ot+a
wobei ¥ die Relativgeschwindigkeit der beiden Koordinatensysteme ist. 1.5’ darf sich also gegeniiber 1.5

mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Zusétzlich ist auch eine konstante Verschiebung erlaubt.
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2. Fall: Die Achsen von IS und K S’ seien gegeneinander verdreht; den Ursprung withlen wir der
Einfachheit halber gleich.

Es gilt also
3
ac; = Z Q5T 5
j=1
wobei «;; die Elemente einer orthogonalen Matriz (,Drehmatrix“) sind, fiir die gelten muss

T
g Qi Oy = dij
!

T — aj; ist die Inverse der Matrix a:

ij

d.h. die transponierte Matrix «

(folgt aus der Forderung (/)2 = 72, d.h. Abstéinde bleiben bei der Drehung unverindert)

Das 1. Axiom lautet in K5’

3
mx; = mZ(di]‘ij + Qdiji'j)
j=1
wobei &; = 0, giiltig in I.S, benutzt wurde.
Man sieht, dass nur eine zeitunabhiingige Drehung, d.h. &;; = ¢&; = 0 zuldssig ist, wenn K S’ ein

Inertialsystem sein soll.
Damit lautet die allgemeinste Transformation, die Inertialsysteme ineinander transformiert:

3
ZL'; = Z OéijSCj + ’Uit =+ a;
Jj=1 ac; = Zaijj@j + v;
J
t'=t—1tp
wobei noch eine Verschiebung der Zeitvariablen als einzige mogliche Transformation von ¢ hinzugenom-

men wurde. Derartige Transformationen nennt man Galileitransformationen (GT).

Die allgemeine Galileitransformation ist durch 10 Parameter charakterisiert: 3 Drehwinkel, 3 Geschwindig-
keitskomponenten vy, va, v3, drei rdumliche Verschiebungen a;, as, as und eine Zeitverschiebung tg. Zwei
hintereinander ausgefithrte GT lassen sich durch eine einzige GT bewirken. Zu jeder GT gibt es eine In-
verse, die durch die negativen Werte der 10 Parameter charakterisiert ist. Die GT bilden also eine Gruppe.

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen transformieren sich offenbar wie

3
mijéi = Ki — mlx; = E ainj = Kz/
j=1

wobei K i.A. ungleich K ist. Die Bewegungsgleichung ist also forminvariant oder kovariant, aber nicht
invariant.
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Fiir ein abgeschlossenes System von N Massenpunkten gilt, wie frither gezeigt

- 0 L.
R, =520 ({IF — 7o)

fiir das v-te Teilchen. Da der Abstand |7, — 7| unter GT invariant ist, gilt hier
! 0 — — 0 -/ =/
(K))i =D 0aj(Ku)j =D o | =5 | UAIR =7l = =5 U7 = 7' I})
J J J ¢

also der gleiche Ausdruck in den neuen Koordinaten wie in den alten Koordinaten. Dabei wurde benutzt

9 ozl 9 o 9
2 gy = 2 2 g g~ L gy = g

VB

Damit sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir abgeschlossene Systeme invariant unter GT.

Grenzen der Galileiinvarianz

Die Maxwellgleichungen der Elektrodynamik sind nicht kovariant unter GT. Sie beschreiben die Ausbrei-
tung von Wellenfronten mit der Geschwindigkeit ¢ (Lichtgeschwindigkeit). Bei GT mit Geschwindigkeit
v wiirde also = ¢ in 2’ = ¢ + v {ibergehen. Experimentell wird aber 2’ = ¢ beobachtet.

Falls man experimentell ausschlieBen kann, dass es ein bevorzugtes IS gibt (definiert durch ein Medium
.Ather*, das die Lichtwelle triigt), bleibt nur die Moglichkeit das Transformationsgesetz zwischen IS zu
dndern. Dies wird im Rahmen der speziellen Relativitéitstheorie durch die Lorentztransformation LT er-
reicht. Die GT ergibt sich dann als Grenzfall der LT fiir Geschwindigkeiten v < c.

4.2 Beschleunigte Bezugssysteme

In beschleunigten Bezugssystemen gelten die Newtonschen Axiome nicht. Wir geben im Folgenden die
Zusatzterme in den Bewegungsgleichungen fiir linear beschleunigte und fiir rotierende Bezugssysteme an.

i) Lineare Beschleunigung

Das vorher definierte Bezugssystem K S’ sei relativ zu IS konstant beschleunigt, d.h. fiir den Abstands-
vektor d, der die Koordinatenurspriinge verbindet, gilt

- 1- 1.
d(t) = 2bt2 und damit:  7(t) = 7'(t) + §bt2
Vorausgesetzt dass ¢’ = ¢, transformiert sich das 1. Axiom

mi(t) =0; IS — mi'(t)=—mb; KS'

Es wirkt also in K.S’ eine konstante Kraft, die als Scheinkraft bezeichnet wird.
Beispiel: In einem frei im Schwerefeld der Erde fallenden Laborraum wird die Schwerkraft exakt durch
die Scheinkraft der gleichméfig beschleunigten Fallbewegung kompensiert.
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ii) Rotierendes Bezugssystem

Wir betrachten ein Koordinatensystem K.S’, das relativ zum Ruhesystem IS um eine Drehachse @ um

d
den Winkel ¢(t) gedreht wird. Wir definieren die Winkelgeschwindigkeit w = d—f und den Vektor & = ww

z

Y

Ein Vektor G ; der im System KS " zeitunabhéngig ist, wird vom System I.S aus betrachtet zeitabhéngig.
Die Anderung von G im infinitesimalen Zeitintervall dt ist

dGhror = dp(@ x G) = (& x G)dt
denn & x @ ist ein Vektor senkrecht zu & und G mit Betrag G - |sin ] = Abstand zur Drehachse
Fiir einen zeitabhingigen Vektor é(t) gilt analog
dGis = dGxs + [@ x G(t)]dt

und damit gilt fiir die Zeitableitung von G

dG dG =
(E) = (E) + W X G(t)
IS KS’

Anwendung auf die Bewegungsgleichung eines Massenpunkts ergibt
i) fiir die Geschwindigkeit (7: IS , 7' : KS’)

F=i DX

ii) fiir die Beschleunigung

F=r"+@x7 +3x (7 +3x7)+d x7'
iii) fiir das 1. Axiom
mr =20

mi’ = =2m & X 7' —m@ x (& x 7') —md x 7’
N——— ———

| S—
Corioliskraft Zentrifugalkraft ~Trégheitskraft

Die Trégheitskraft ensteht durch die Winkelbeschleunigung.

Im rotierenden System treten also Scheinkrifte auf mit folgenden Eigenschaften:
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a) Zentrifugalkraft: ,, Fliehkraft®
- Richtung: dx (G x7)=d(d-7') —7'w

- Betrag:  w?r'sinf

2 radial nach aufien, L &

b) Corioliskraft:
- Richtung: 1L & und L 7/
- Betrag:  wuv-siny , x = 4(d,0)

Beispiel:
(1) Windbewegung auf der rotierenden Erdkugel

[0

(2) Foucaultsches Pendel

Andere Ableitung der Beschleunigung im rotierenden System:
Vektoren im IS: G und im rotierenden KS: G’ sind durch Drehmatrix verkniipft (z-Achse || & 0.B.d.A)

. cos sinp 0
Gt)=DWG' () =Y Dyt)Gjt) , D=| —sing cosp 0
Jj=1 0 0 1

G=DWG + DG

Ks +d x GKS’

liefert D=D & x ...
. singp —cosep 0
oder D;; = ZDilflkjWk = cosp sing 0 |¢
Ik 0 0 0

Vergleich mit C_v"’ =G
IS
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Anwendung auf 7

Anwendung auf ) ) o )
7=Dr"+2Df" + D -7’
ﬁ:D-J}x---—|—D-Q7><---:D-(LD><¢U><---+¢3><...)

f:D-[f’+2@xf’+@x(@xf')+oxf'
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Kapitel 5

Starre Korper

5.1 Kinematik

Die Bewegung eines starren Korpers ist wesentlich reichhaltiger als die eines Massenpunkts. Wir be-
trachten zunéchst die grundlegende Beschreibung der Bewegung, d.h. die Zahl und die Definition der
Freiheitsgrade sowie der Bewegungsgrofien.

Ein starrer Korper besteht aus einer beliebigen Anzahl von Massenpunkten, die starr miteinander ver-
bunden sind und daher feste Abstéinde besitzen:

1) N Massenpunkte m,, in Positionen 7,, n =1,..., N

2) [P — Tn| = rum =const. , nym=1,...,N

Diese %N (N — 1) Zwangsbedingungen sind jedoch nicht unabhingig. Fiir N = 3 ergeben sich drei
Zwangsbedingungen. Falls fiir N Massenpunkte Ry Zwangsbedingungen existieren, sind es fiir IV + 1
Massenpunkte Ryy1 = Ry + 3, denn die Angabe von 3 Abstéinden legt die Position des (N + 1)-ten
Teilchens fest. Daraus folgt: Ry = 3(N — 2)

Die Zahl der Freiheitsgrade ist damit

f=3N-Ry=6

unabhéngig von N.

Die 6 Freiheitsgrade ergeben sich unmittelbar, wenn man zunéchst die 3 Schwerpunktskoordinaten abspal-
tet. Die verbleibenden Freiheitsgrade im Schwerpunktssystem (ﬁ = 0) sind Drehungen um alle moglichen
Achsen durch den Schwerpunkt, von denen es in 3 Dimensionen 3 unabhéngige, z.B. die Drehungen um
drei kartesische Achsen, gibt.

Auch wenn irgendein anderer Punkt des Korpers festgehalten wird, bleiben nur die 3 Drehfreiheitsgrade

iibrig. Diese Systeme nennt man Kreisel.

Winkelgeschwindigkeit

Wir definieren 2 Koordinatensysteme, ein kdrperfestes KS: x1, x2, x3 mit Achsen €1, éo, €3
und ein raumfestes IS: x,y, z mit Achsen é,é,,é..

Die Basisvektoren é;(t) sind i.A. zeitabhéngig, d.h. KS ist kein Inertialsystem.
Der Ursprung des korperfesten KS habe im IS den Ortsvektor 7(t), seine Geschwindigkeit sei ¢ (t).
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Das korperfeste KS drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit

Gt)=at) wlt) , w=2%

relativ zu IS, wobei dp der Drehwinkel im Zeitelement dt zur Zeit t um die momentane Achse & ist.
Sowohl @ als auch w sind i.A. zeitabhéngig.

Ein beliebiger Punkt P des starren Korpers habe den Ortsvektor #p ;s im IS.

ZA (O]
].3 X2

Prs X

Der Vektor vom Ursprung 0 von KS zum Punkt P ist

P =TpiIs —To

und die Geschwindigkeit des Punktes P im IS ist

. L dr
U1 = Vo + d—:
Da der Punkt P in KS ruht, also
dF
ar =0 gilt also
dt ) ks

auch wenn & = @(¢).

Wir wollen nun untersuchen, ob diese Gleichung von der Wahl des Ursprungs von KS abhéingt. Wir
nehmen an, dass bei Wahl des Ursprungs 0’ mit 7y’ = 7y — @ die Winkelgeschwindigkeit von KS durch
@' gegeben sei. Damit gilt fiir den Punkt P

Upis =0y +&' x 7p’

wéhrend vorher
’L_)'sz =Up+Wd X 7Fp war.
Wegen 7p'=7p+a
muss also ,
o' +&' x7p' =0y +& x (Fp +@) =t +& x 7p
gelten.
Da diese Gleichung fiir alle 7p gelten muss, folgt

- —/
w=w
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und UQZUQI+Q7X6
Die Winkelgeschwindigkeit & héngt also nicht von der Wahl von KS ab, sondern charakterisiert den
Rotationszustand des Korpers in eindeutiger Weise.

Eulersche Winkel

Da aufeinanderfolgende Drehungen des KS nicht miteinander vertauschen, wenn sie nicht um die gleiche
Achse stattfinden, ist die Definition verallgemeinerter Koordinaten fiir eine allgemeine Drehung nicht
trivial. Die von dem deutsch-russischen Mathematiker Euler angegebene Parametrisierung ist am ge-
br'a'uuchlichstel%:

X

Wir definieren zunéchst eine ,,Knotenlinie“ K als Schnittgerade der z-y-Ebene mit der x;-z2-Ebene. Der
Einheitsvektor éx bildet mit der x-Achse den Winkel ¢, mit der x1-Achse den Winkel . Als dritte Va-
riable 8 wahlt man den Winkel zwischen z-Achse und x3-Achse.

Man kann sich die ,schiefe“ Lage eines Kérpers mit Eulerwinkeln (v, 6, ¢) vorstellen als entstanden aus
drei aufeinanderfolgenden Drehungen:

1.  Drehung um die z-Achse mit Winkel ¢
2. Drehung um die z-Achse mit Winkel 6
3. Drehung um die z-Achse mit Winkel 1

Wir definieren Winkelgeschwindigkeiten fiir jede dieser drei Drehungen:

By =1 &
Fo=0éx
Bop=0é.

wobei die Richtungen éx und €, im KS so gegeben sind:
€x = cost €1 —siny és = cosp €, +sing &,

é, =sinfsinvy é; +sinf cosy és + cosh é3

(folgt aus Projektion der z-Achse in die 21 — zo-Ebene).
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Ein beliebiger Vektor der Winkelgeschwindigkeit ¢ lésst sich zerlegen in die drei Komponenten
@ = Wy + g + Jg
denn infinitesimale Drehungen, die nacheinander ausgefithrt werden, sind additiv:

dp = Gydt + Sedt + Sdt + O(dt?)

Fiir Drehungen um endliche Winkel gilt ein komplizierter nichtlinearer Zusammenhang, den wir spéter
betrachten werden.

Die Winkelgeschwindigkeit & kann wahlweise im System KS oder IS dargestellt werden.
W :wlél +WQé2+W3é3 KS

W= wgly + wyy +w;€, IS
Dabei sind die Komponenten in KS gegeben durch
wy=w-6 = ({pé3 + 0éx + (béz) 61 = 0costh + ¢sinfsine

wo =@ -éy = —fsiny + ¢sinb cosp

w3 =@ é3 =1+ ¢cosh

Diese Ausdriicke werden spiter fiir die Lagrangeformulierung in den verallgemeinerten Koordinaten
1, 0, ¢ bendtigt.

Ergénzung zu den ,,Euler-Drehungen®:

Die Drehung eines Vektors wird durch eine ,,Drehmatrix“beschrieben.
3
- D.x.
Ty = 1§ L
j=1
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Fiir Drehungen um die z-Achse gilt:
z' =z (oder zf = x3)
y =cos¢gy—sing x
' =cos¢ x+singy

Ay

‘W

>X
y’
also
cos ¢ sing 0
D(2,9)=| —sing cos¢ 0
0 0 1
Analog gilt fiir Drehungen um die x-Achse
10 0
D(&,¢)=1| 0 cosf  siné
0 —sinf cosfd

Eine allgemeine Drehung um die Eulerwinkel 1, 6, ¢ wird also beschrieben durch die Drehmatrix

D(,0,¢) = D(2,¢) - D(£,0) - D(2,¢)

wobei aufeinanderfolgende Drehungen durch das Matrixprodukt beschrieben werden.

5.2 Tragheitstensor

Kinetische Energie

Die kinetische Energie eines Systems von N Massenpunkten ist
Y
= 2
T = Zl §mn7"ms
n—

Mit 7, = 77,5 — 7 und 7, = & x 7, folgt
Ty =To + @ X T, und damit ist



Wir setzen voraus, dass entweder 7 = 0 (Ursprung im Unterstiitzungspunkt des Kreisels)
oder > m,7, =0 — R=0inKS.

Dann separieren wir Translation und Rotation:

M., 1 ZN
T = 77702 + 5 1mn(0_j X Fn)Q - Ttrans + Trot
n=

In KS gilt mit & = (w1, wa,w3), Tn = (Tn1, Tn,2, Tn3) und (& x 7,)% = W27, 2 — (J - 7,)%

3 N
1
L2
Trot = 3 E g M (75055 — T in, j ) Wil

i,j=1n=1

3
1
Trot = 3 Z O;jww;

ij=1

Das Trdagheitsmoment © ist in Analogie zu sehen zur Masse m, ist also eine Eigenschaft des starren
Korpers:

1 1
Ttrans = 57’)@’02 ) Trot = 560}2

Im Gegensatz zur Masse ist © 1.A. eine Tensorgrofie

N
Oi; = E M (T 25ij — TniTn,;) Tragheitstensor
n=1

In vielen Féllen besitzt ein Korper eine so grofie Zahl von Massenpunkten (Atome, Atomkerne, Elek-
tronen), dass es sinnvoll ist, eine kontinuierliche Massenverteilung anzugeben, als Quotient der Summe
der Massen in einem Volumenelement AV um 7, und AV:

Am(7)

All/n—1>0 AV assendichte

p(7)
wobei Am(7) =", my, = Zgil My,a) (mit n € AV um 7)

Wir teilen das Volumen in N Teilvolumina AV mit je Ny Teilchen auf. Die Summe {iiber die einzel-
nen Teilchen ldsst sich dann durch ein Integral iiber ein Volumen ersetzen.

I
] =
2|3

3
Il
N

0

AV ¢ J

I
gk
Q
1Mz

m(V@)) (7_"(21/,0[)51';' - :c(.y’a)x(y’a)) AV
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lim ©;; = /d3r p(F) (1?65 — wiw;)

N —o0

wobel
1 X
r= FO ; T(V,a)

der Ort des v-ten Volumenelements AV ist.

Drehimpuls

Die relevante Bewegungsgrofie fiir Drehbewegungen ist der Drehimpuls. Je nach Bezugssystem und Be-

zugspunkt konnen wir definieren
N

LIS = Zmn (Fn,IS X Fn,]S)

n=1

bezogen auf den Ursprung von IS,

bezogen auf den Ursprung von KS.

Die Zeitableitung bezieht sich in beiden Féllen auf IS. Da wir i.A. an Drehbewegungen des starren
Korpers um seinen Schwerpunkt, bzw. einen anderen festgehaltenen Punkt interessiert sind, und nicht an
Drehungen des starren Korpers um eine Achse auflerhalb, betrachten wir den 2. Ausdruck. Mit Hilfe von

T =0 X Ty
ergibt sich

N
L= mnfy x (@ x i)
n=1

und mit
7 X (J}xf’):r%_}f(??-[u')?? ist
N 3
L, = Z M, Z(T?léij — xl(.n)zg»n))wj

n=1 7j=1

3
= Z O;5w; in den kartesischen Koordinaten von KS.
j=1

Andere Schreibweisen dieser Zusammenhénge ergeben sich durch die Definition der Matrix

©11 ©12 O3
©=| Oa1 Oz O
O31 O3 O3
und der Spaltenvektoren
L1 w1
L = L2 y w = w2
Ls w3
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als
L =0w

oder, darstellungsunabhéingig unter Verwendung der Einheitsvektoren mit Definition der Dyade
. 3
ij=1
als

- =
L=06 ¢

Das dyadische Produkt oder Tensorprodukt zweier Vektoren ist so definiert, dass gilt

(ézoé]) 6 él(éj Ei)

und

oder auch

wobei w? die zu w transponierte Matrix bezeichnet. Die Transposition vertauscht Zeilen und Spalten
einer Matrix und macht aus einem Spaltenvektor einen Zeilenvektor:
AZE =Aj;

WT = (Wl,WQ,Wg)

Das Trdgheitsmoment ©,, beziiglich einer Drehachse 7 ergibt sich aus ‘@ durch skalare Multiplikation

mit n R

Opn=n-0 -7
Transformation auf Hauptachsen
Die Matrix © ist reell und symmetrisch:
O = ;i

und kann damit durch eine geeignete orthogonale Transformation « diagonalisiert werden:

e, 0 0

O=a0aT=]10 O, 0
0 0 O3

dabei ist « eine bestimmte orthogonale Matrix (siehe spiiter).
Die drei Groflen ©1, ©2, ©3 nennt man die Eigenwerte der Matrix ©. Sie stellen die Haupttrdgheitsmo-
mente dar.
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Die Transformation « entspricht einer (zeitunabhingigen) Drehung des korperfesten Koordinatensystems
KS — KS', in dem O eine Diagonalmatrix ist, das sog. Hauptachsensystem.

Fiir die Haupttragheitsmomente gilt:

N N
0, =0} = Zmn(Fn2 - 95311) = Zmn(xi,z + 95313) >0
n=1 n=1

und zyklisch. Die Masse m,, tragt also zu ©; bei mit dem Gewicht ihres Abstandsquadrats zur Achse 1.
1

S

Bestimmung von «:

Wir gehen aus von einem gegebenen Trigheitstensor in KS: © = (©;;)
Es soll a bestimmt werden, so dass

0’ = aBal diagonal ist, oder
@;j = Zailglkagj = @15” (*)
Lk

Fiir orthogonale Matrizen gilt o~ ! = a7, d.h.

aaT =aTa =1 Einheitsmatrix

Wir multiplizieren () von links mit o

3
§ T _ To.
k=1

und definieren Vektoren

af.
W) — O‘%J‘
az;
so, dass Ouwl) = ij(j) , i=1,23

Dieses System von linearen homogenen Gleichungen hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn
det(©@ —©;I) =0

wobei I die Einheitsmatrix ist. Die Determinante ist ein Polynom 3. Grades in ©; mit den drei Nullstellen
O1, 09, 03. Diese sind die Figenwerte von ©. Die Eigenvektoren sind die w@) . Sie sind orthogonal,

(wu))T W) = 54,
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falls ©; # ©;, was aus
(w(j))T.‘ Ow® = Q,w®

= (@1 — ®j)(w(i))Tw(j) =0
(w(i))T.‘ Ow) = ij(j)

folgt. Falls ©; = ©; kénnen w® und w orthogonal gewihlt werden.

Die Eigenwerte 01,02, O3 sind darstellungsunabhéngige Grofien, die den Koérper beziiglich seiner Ro-
tationseigenschaften um Achsen durch den gewéhlten Ursprung von KS charakterisieren. Dies folgt aus
der Invarianz des charakteristischen Polynoms:

det(©’ — ©,I) = det[a(© — ©;1)a’] = det(a) det(© — ©;1) det(al) = det(© — ©,1)

denn  det(aa®) = det(a) det(al) = det(I) = 1

Die physikalische Bedeutung der Hauptachsen ist, dass bei Rotation um eine Hauptachse Drehimpuls
L und Winkelgeschwindigkeit & parallel sind.
Bei Korpern mit symmetrischem Aufbau sind die Hauptachsen parallel zu den Symmetrieachsen.

Wenn der Trigheitstensor © eines Korpers beziiglich eines beliebigen korperfesten Bezugspunkts ein-
mal bekannt ist, ergibt sich der Triigheitstensor © beziiglich eines beliebigen anderen Punkts, z.B. um @
verschoben, durch eine einfache Umrechnung:

N
@;j = Z My, [(Fn + 6)251']‘ — (-Tn,i + ai)(xmj + aj)] (51)
n=1
= i [(Fn® + 27 - @+ @%)0ij — (Tninj + Tnij + Tnjai + aia;)] (5.2)
=0;; + M {(QE a4+ GQ)(SU‘ — (Rz-aj + Rja; + aiaj)} (5.3)

1
wobeil R = i zn: my, Ty, der Schwerpunktsvektor ist.

Falls ©;; sich auf ein KS mit Ursprung im Schwerpunkt bezieht, ist R = 0. Fiir das Tragheitsmoment
©p5, um eine Achse 71 durch den Ursprung und ©7, um eine dazu parallel verschobene Achse gilt der
Steinersche Satz:

n

@;m = Onp + Mb?
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Nachtrag: Drehungen bzw. Spiegelungen des Raums (bzw. des KS) bilden die Gesamtheit der Opera-
tionen, die die Absténde zwischen Massenpunkten konstant halten:
Aus 2!, = ax, (oder 7," = ‘@ - 7,) und

L S o2 !
|7y — | ® = 7 — 7| HZZaikA:ckZaijAzj :Z(Azj)Q
ik j

J

folgt Z aﬁaij =0k — oTa=1T1 orthogonale Transformation
i

Definition und Eigenschaften von Tensoren

Eine GroBe A;,i,..i, , die die Komponenten eines von den Koordinaten abhéngigen Objekts in einem
kartesischen Koordinatensystem (i; = 1,2, 3) beschreibt, heifit Tensor N-ter Stufe, falls unter orthogona-
len Transformationen (Drehungen und Spiegelungen) «;,, folgendes Verhalten gilt:

3 3
! — . . .
Ailig...iN - E e Ajymy Nigmy - - 'O‘ZNmNAmlmzmmN
m1:1 mN:1

Tensoren nullter Stufe: A (keine Indizes), invariant unter orthog. Transformationen, heifien Skalare

Tensoren erster Stufe: A; = Z im A Vektoren

n
: DA ) .
Tensoren zweiter Stufe: Am.2 = E g Qiymy Qigma Amyma
mi1 Mmso

(Merke: A" = aAaT)

Rechenoperationen mit Tensoren:
1. Addition: BA;, iy +VBiy.iy = Ciy ix

2. Multiplikation
a) Direkte Multiplikation: A, ix Biyi1...insar

b) Skalare Multiplikation: Y A;,. B

J1.-JLAIN41--IN+M CilmiN+M
Ji---JL

3
3. Kontraktion von Indizes: ZAil---k»»»k»»»iN = C}, ..in_, Tensor (N-2)-ter Stufe
k=1

=C; Tensor (N+M)-ter Stufe

1 AN M

~ANJ1---JL

Pseudotensoren

Levi-Civita-Tensor
1 wenn (i,k,1) = (1,2,3) und zyklisch
€k =4 —1 wenn (i,k,1) = (2,1,3) und zyklisch
0 sonst
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i kU

fir i = k gilt: €}, = E Qi Qi €y = 0
NN
fir (Z,k/’,l) = (1, 2,3)! 6/123 = E Qi Qo a3y €y = det a
i k1
und ebenso fiir beliebige Permutationen von (1, 2, 3).

Damit ist €, = det « €4

Definition:
Eine GroBe A;, . iy, die sich wie

I
Al iy = det(a) Z Qiymy « - Qinmy Amy . ma

transformiert, heiflt Pseudotensor N-ter Stufe.

Bemerkung zu det a:

Aus det o = det o und det(a’a) = 1 = det(a®) det(a) = (det a)?
folgt det a = +1.

Falls det & = 1 handelt es sich um eigentliche Drehungen,

falls det « = —1 sind noch Spiegelungen an Ebenen, bzw. Inversion (7 — —7) eingeschlossen.
Bsp:

10 0
Spiegelung an x-y-Ebene: = 0 1 0

0 0 -1

Inversion: o = —

o O =
o = O
= O O

5.3  Eulersche Gleichungen

Die Bewegungsgleichung fiir Rotationen eines starren Korpers ist die Bewegungsgleichung fiir den Dre-
himpuls L, die wir schon frither betrachtet hatten

d- -
~L=M
dt

wobei M das auf den Korper wirkende Drehmoment ist. Im korperfesten Koordinatensystem KS gilt

2 al _, A =
L:Zmn(rnxrn): O - I
n=1

41



wie im letzten Abschnitt gezeigt.
Das Drehmoment M ist durch die &ufleren Krifte K,(la) gegeben, die an den n-ten Massenpunkt angreifen.

N
M = Zf’n x K@)
n=1

Wie frither gezeigt, tragen die Wechselwirkungskrifte zwischen den Massenpunkten nicht zu M bei.

Zweckmafig legen wir das korperfeste KS parallel zu den Hauptachsen des Tragheitstensors ©. Dann
ist

O, 0 0
0= 0 O, 0
0 0 CH
Mit
w1 M1
&= wa und M = Ms
w3 M3
in KS, und
d - d d <« —> o
— =|—=(6 -4 =(—(0 -J O .-J)=M
().~ (@®-9), - (3-9), +ax (@2
sowie

folgt fiir die Komponenten von & in KS (Hauptachsen!) das System von drei gekoppelten DGL 1. Ordnung:

©1W1 + (O3 — O2)waws = M,
O2usz + (01 — O3)wswr = M»
O3W3 + (02 — O1)wiwa = M3

die sogenannten Fulerschen Gleichungen des starren Korpers.

Die Komponenten von &, p,q,r sind wie frither bereits abgeleitet mit den Eulerwinkeln ¢, 8, verkniipft
durch

w1 = ¢sinfsine + 0 cos
wy = ésin@cosz/; — ésinzb
w3 = ¢C089+12}

Nachteil dieser Formulierung ist, dass das Drehmoment durch seine Komponenten im korperfesten KS
darzustellen ist, i.A. aber im IS gegeben ist. Die Umrechnung von IS auf KS erfordert aber die Kenntnis
der Bewegung des Korpers, also die Losung des Problems.

Wir betrachten deshalb in diesem Abschnitt nur die kriftefreie Rotation, wie sie z.B. ndherungsweise fiir
einen Satelliten im Weltraum gegeben ist.
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Freie Rotation um eine Hauptachse

Die kriftefreie Bewegung eines Massenpunkts ist gleichférmig und geradlinig, d.h. ¢ = 7 =const. Es
ist deshalb naheliegend, zu vermuten, dass im Falle der Rotationsbewegung die Winkelgeschwindigkeit
konstant sein wird. Aus w; = we = w3 = 0 folgt

(@3 — @2)&)2&)3 =0
(@1 — @3)&)3&)1 =0
(@2 — @1)W1W2 = 0

Fir ©1 # O3, O3 # O3, O3 # O existiert eine Losung nur falls mindestens zwei Komponenten von
& Null sind, also

wyp = w? =const. , w9 =w3=
oder wy = wg =const. , wz3=w; =0
oder w3z = wg =const. , wi]=ws =

Fiir M =0 gilt Drehimpulserhaltung, also L = const. , oder
L=0 = Oiwié; = const. , é1 = Richtung der 1. Hauptachse

fiir die erste Losung. Damit ist é; = const. , also zeitunabhéingig.
Der Korper rotiert also um die erste Hauptachse é1, die in IS raumfest ist, mit konstanter Winkelge-
schwindigkeit wj .

Stabilitat der Losung:

Es gibt drei derartige Losungen fiir die drei Hauptachsen. Nur zwei davon sind stabil. Um dies zu zeigen,
betrachten wir kleine Abweichungen von der gefundenen Losung. Falls diese Abweichungen im Lauf der
Zeit katastrophal anwachsen, ist die Losung instabil.

Wir nehmen also an, es sei
wi=wd  wW? , ws<w?
Dann koénnen wir quadratische Terme von ws, w3 vernachléssigen in den Eulergleichungen
0101 = — (03 — O2)wows ~ 0
Oouy = — (01 — O3)wzw; ~ —(0; — O3)wzw!
@3(4}'3 = —(@2 — @1)0.)10.}2 ~ —(@2 — @1)0.}20.}?

Das erhaltene System linearer DGL 1. Ordnung mit konst. Koeffizienten ldsst sich durch den Ansatz mit
der Exponentialfunktion 16sen.
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Zuniichst folgt aus der 1. Gleichung nach wie vor w; = 0, also wi = const. = w¥.

Die 2. und 3. Gleichung lassen sich ineinander einsetzen und ergeben

(01— 03)(02 — O1)

@20.'}'2 = —(@1 — eg)w?wg =
O3

(w?)?wa

oder
o+ Hws =0 und w3+ Hwsz =0
mit
(01— 03)(01 — 02)
0,03

H =

Dies sind die DGL fiir einen ungeddmpften Oszillator, also fiir ein schwingendes System, falls H > 0
Mit wy = wJer folgt
w4+ Hws =0 = k=+v-H

(i) Fir H < 0, also ©2 < ©1 < O3 oder O3 < ©7 < ©9 (0O liegt zwischen O2 und O3) ist k reell,
k = +£kg, und die allgemeine Losung lautet

ae ot 4 pethot

ws3(t) = ce kot 4 g ethot

&
]
—
o~
~—

I

Falls b oder d # 0 ist, steigt wo oder w3 (oder beide) exponentiell an, womit die Instabilitéit der Losung
w1 = w , wy = w3 = 0 gezeigt ist.

(ii) Fiir H > 0 dagegen, also wenn ©; das grofite oder kleinste der Trigheitsmomente ist, folgt
k=+iVH

und
wi(t) = Re {a e~iVH bei‘/ﬁt} = a cos(VHt + b)

wa(t) = Re {c emiVHL | dei‘/ﬁt} =ccos(VHt+d)
Die Losung oszilliert also um ws = w3 = 0 mit kleinen Amplituden < w?.
Die obige Uberlegung zeigt, dass es zwar spezielle Losungen gibt, die der naiven Erwartung
»w = const.“entsprechen, dass aber die allgemeine Losung des kriftefreien Kreisels komplexer ist.
Wir betrachten nun einen Spezialfall.
Kriftefreier symmetrischer Kreisel
Falls ©; = ©2 und O3 # ©; spricht man von einem symmetrischen starren Korper oder Kreisel. Of-

fenbar ist jeder rotationssymmetrische Korper von dieser Art, aber die Rotationssymmetrie ist nicht
Voraussetzung.
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Beispiele:

Kreiskegel Parallelepiped (Quader mit quadratischer Grundfliiche)

Eulergleichungen:

O1w1 + (@3 — @1)W2W3 =0
Oowsy + (@1 — @3)&)3&)1 =0

O3uw3 =0
Also ist wg = W) = const. und
0,-0
d)l—ngzo s Q=¥w30
0
wo + Qw; =0
Durch Einsetzen und Differenzieren ergibt sich
&.)1 + Q2W1 =0

also eine Oszillatorgleichung mit den Losungen

w1 (t) = asin(Qt + ¢,)
wa(t) = acos(Qt + 1)

Diese Losung stimmt fiir a < w9 mit der schon vorher gefundenen {iberein.

Da die Amplitude der Oszillationen von wi(t) und wo(t) gleich ist, ergibt sich, dass der Betrag der
Winkelgeschwindigkeit zeitlich konstant ist:

-2
w :w%+w§+w§:a2+w§:const.

Die Projektion von & auf die 3. Achse ist konstant (w3), wihrend die Projektion in die #1 = x2-Ebene mit
der Winkelgeschwindigkeit 2 rotiert. Diese Bewegung heifit Prdzession. Bei dieser Bewegung umfihrt o
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den sogenannten Polkegel, dessen Offnungswinkel  durch a und o gegeben ist.

a
v = arctan o0 = const.

3

Erdrotation:
Die Drehachse & stimmt fast mit der Figurenachse (Nordpol - Siidpol) iiberein. Am Nordpol ist die Ab-
weichung 10m, d.h. a < w$. Der Betrag der Winkelgeschwindigkeit ist durch die tigliche Erdrotation

gegeben:
2w 0
w=—— ~ W
Tag 3

Damit ist die Prizessionsfrequenz fiir &

AO 1 5 2

Q=220 o — 0~
0“3~ 1303 Jahr

wobei A® durch die Abplattung der Erdkugel zustande kommt.

Um den zeitlichen Verlauf der Bewegung vollstindig zu bestimmen, miissen wir noch die Ausdriicke
fiir die Winkelgeschwindigkeitskomponenten integrieren:

w1 = d)sinﬁsinz/) — 9COS’1/) = asin(Q + 1)
wy = ¢psinfcosth — fsine) = a cos(Qt + )
wy = 1hcosf + 1 = w)

Um die Interpretation der Eulerwinkel zu vereinfachen, wéhlen wir die z-Achse des IS-Systems entlang
des Drehimpulsvektors L:
L = Lé, = const.

Fiir die Komponenten von L im korperfesten System KS gilt dann
(L1, Lo, Lg) = L-(é,61(t),é.62(t),é.€5(t)) = L - (sinfsint), sinfcosp, cosb)

d.h._
(i) L ist unabhingig von ¢
(ii) 0,4 sind die sphérischen Polarwinkel von L, bis auf die Vertauschung von x- und y-Achse!
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Die DGL fiir 6 und ¢ lassen sich durch Ausnutzung der drei Erhaltungssétze fiir die Drehimpulskompo-
nenten sofort integrieren. Aus L = 0@ folgt

L L

Wy = @—1 = @—1$in951nw = asin(Qt + 1)
L L

Wy = @—21 = 6—131119(3031/) = acos(QU + 1)
L L

w3 = 6—2 = 6—3C089:Wg

Aus der letzten Gleichung folgt die zeitliche Konstanz von 6

wg®3
L

cosf = — 0 = 0y = const.

Aus dem Quotienten der Gleichungen fiir w; und ws folgt

tan 1 (t) = tan(Qt + 1) — »(t) = Qt + Y,

Dies wieder in die Gleichung fiir wq (oder ws) eingesetzt, ergibt

. aO1
sinfy = —

L

Kombination der Gleichungen fiir cos# und sin  liefert

a @1
tanfy = — —
antop wg®3
0:\? 205\°
und sin290+005290=(%) +(w?’Ls) =1

= [?>= (a@1)2 + (wg®3)2

d.h. fir gegebenen Drehimpuls L sind die Amplituden der Oszillationen von w; und wy voneinander
abhéngig. Falls auch der Offnungswinkel v des Polkegels gegeben ist, gilt

L2
=tanvy — a? =

a
wd 07 +O3tan’y

Der Winkel ¢ ergibt sich durch Integrieren der Gleichung fiir wq,

w1 = ¢sinfysine = asin(Qt + ;)

a L
sin00 N @1

Aus  sint =sin(Qt +1p,) folgt ¢ =

Damit lautet die vollstéindige Losung

L
P(t) = e—lt + ¢q
Y(t) = Ut + b,
0(t) = 0o
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wobei ¢ und 1, weitere Integrationskonstanten sind und L, €2, 6 sich ausdriicken lassen durch die beiden
Konstanten w9, a.

Zur Interpretation von ¢, ), 0:

0: Winkel zwischen Figurenachse (x3) und z-Achse
¢: Drehung der Figurenachse um die z-Achse

1: Drehung des Kérpers um die Figurenachse

/\Z ” éz Y

Préazessionskegel

Spurkegel

& = Drehachse, és = Figurenachse
Der Polkegel ,,rollt“um den Spurkegel.

Wegen @ = ¢é. + 1és (da 6 = 0) liegt & in der Ebene (é., é3)!

5.4 Lagrangefunktion

Die Schwiiche der bisherigen Betrachtung liegt in der Behandlung eines Drehmoments. Die Beschreibung
der Wirkung duflerer Kréfte ist i.A. einfacher in der Form einer skalaren Funktion, d.h. des Potentials, als
in der Form eines Kraft- oder Drehmomentvektors. Dies wird durch die Lagrangeformulierung ermdoglicht.
Wir betrachten den Fall einer reinen Rotationsbewegung, d.h. der Ursprung des korperfesten KS ist
entweder im Schwerpunkt oder in Unterstiitzungspunkt. Als verallgemeinerte Koordinaten wéhlen wir
die Eulerwinkel ¢, 0,1). Die Lagrangefunktion ist dann darstellbar als

5.0 -3-U($,0,0,1)

N | —

L(¢797¢7¢797¢7t) = Trot —-U =

wobei die Potentialfunktion U die Drehmomente beschreibt.
Die kinetische Energie ist am einfachsten im korperfesten Hauptachsensystem

1

Trot = [@1&)% + @gwg + @3&)%}

2
61 . . ; 2 @2 L P 2 @3 . VN9
:?(gbsm@smz/)qLHcosw) +7(¢sm9cos¢f€sm¢) +7(¢)C089+’l/))
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Hieraus ergeben sich die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

ddL  OL
dtoj 0
d oL 0L
it pg 99
d L 9L
dtoy 96

i.A. also drei gekoppelte nichtlineare DGL 2. Ordnung.

Schwerer symmetrischer Kreisel

Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Elnfluss des Schwerefelds auf einen symmetrischen Kreisel,
dessen Trégheitsmomente beziiglich des Schwerpunkts durch

0, =6, und O3

gegeben seien. Als Figurenachse ist damit die dritte Hauptachse és zu identifizieren. Falls nun der Kreisel
in einem Untersiitzungspunkt in der Figurenachse auf der x-y-Ebene des IS aufliegt, sind die Tragheits-

momente beziiglich des Stiitzpunkts 0 gedndert:
/1 =0 + MS2 =0,
1=605 ,  ©35=63
wobei M die Masse des Kreisels und s der Abstand des Schwerpunkts vom Stiitzpunkt ist.

N 5
: e

0 A}g

Fiir den symmetrischen Kreisel muss gelten, dass die Lagrangefunktion nicht von Drehungen um die
Figurenachse, also dem Winkel 1, abhéngt, wohl aber von ¢! In der Tat lassen sich die Beitrige zu Ty
wegen O] = 0% so zusammenfassen, dass 1) herausfillt:

X

12772

N
X,y

Trot = % [(%m%mw + 0 cos1p)? + (¢sinb cosh — ésinw)ﬂ + %(qﬁ cos 6 + )2

= % {¢251n29+92} + %(¢c0s9+1]1)2
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Die potentielle Energie im Schwerefeld hingt nur vom Winkel der Figurenachse (é3) zur Richtung des
Schwerefelds (z-Achse, é,) ab und ist
U = Mgscosf

Die Lagrangefunktion L = T,y — U héngt also von 6, 9, gf), 7,/) ab.
Die Unabhéngigkeit von L von den Variablen ¢, ¢, 1 gibt zu drei Erhaltungsgréfien Anlass:

1. Homogenitét der Zeit — Energieerhaltung

E= 8_L¢+ %¢+%9_L:Trot + U = const.
0¢ oY 06

2. Invarianz gegen Rotationen um z-Achse (¢ — ¢ + €) — Drehimpulserhaltung beziiglich z-Achse

oL ) .
L,= 8_(;5 =0, ¢sin® 0 4 O3(1) + ¢ cosh) cos§ = const.
Diese Symmetrie ist immer in 7,.¢ vorhanden: Die kinetische Energie ist unabhéngig von der Wahl des
Koordinatensystems IS und damit von (zeitunabhéngigen) Drehungen. Diese Invarianz, die im kriftefrei-
en Fall zur Erhaltung des Drehimpulses L in allen Komponenten fiihrt, ist hier durch das &duflere Feld
reduziert auf die Drehsymmetrie um die z-Achse.

3. Invarianz gegen Rotationen um die Figurenachse é3 (b — % + €) — Drehimpulserhaltung bez. 3-

Achse
OL

Ly == = O3(¢) + pcosh) = const.

57 = O )
Wie schon angesprochen ist diese Invarianz eine Folge der angenommenen Symmetrie des Kreisels:
©1 = O2 und der Tatsache, dass die potentielle Energie nicht von Drehungen um die Figurenachse

abhéngt, da diese den Schwerpunkt invariant lassen.
Merke: Ein symmetrischer Kreisel muss nicht rotationssymmetrisch sein!

Die Existenz der Erhaltungssétze erlaubt eine erste Integration der Bewegungsgleichungen beziiglich aller
drei Variablen ¢, 1,6, so dass nur noch DGL 1. Ordnung zu 18sen sind. Wie im Fall des Zentralpotentials
erlauben die Drehimpulserhaltungssétze eine vollstindige Elimination von ¢ und :

Ls: 1'/1+('bcost9:&
O3

eingesetzt in L,:
1 L
=——> |L.— O3=2 cosf
O, sin” 0 O3

Der Energieausdruck ist damit

1 .2 (L,— Lzcosf)? (L3)?
E=-0,0
29+ e e 203

+ Mgscosf

50



Wir definieren eine Energieverschiebung

(L3)?
203

und erhalten den Energieausdruck fiir ein eindimensionales Problem

E =FE -

— Mgs

1 )
B =36, 0+ U (0)

das dquivalent ist zum Problem eines Teilchens der Masse O, das sich entlang der Koordinate 6 im
Potential Uyg(#) bewegt, das definiert ist als

(L. — L3 cosf)?

Ueg(0) =
©) 20 sin’ 0

— Mgs(1 — cos®)

firo<f<m.
U

off

0 0 6. T g

Fiir § — 0,7 strebt Usg — oo. Man iiberzeugt sich leicht, dass Uesg ein Minimum besitzt. Damit ist
der Fall der finiten, periodischen Bewegung gegeben, d.h. 6(t) oszilliert zwischen den Werten 6; und 65.
Die Figurenachse vollfithrt also eine sog. Nutation.

Diese Nickbewegung ist der Prézession der Figurenachse iiberlagert, die sich aus

giﬁ L, — Lzcos0
B @J_ Sin2 0
ergibt.
Die Nutation kann der Priizession vorauseilen oder nachhinken. In der Projektion von oben (entlang é,)
ergibt sich dann

&
ANV
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Die Drehung um die Figurenachse wird durch Integration von

. Ly -
=— —¢cosl
b=g
erhalten.
Fiir grofle Rotationsenergie Tyor > |U| sollte die Bewegung in die reine Priizession iibergehen, die im
letzten Abschnitt diskutiert wurde (extremer Fall 2: sehr langsame Priizession um 2, schnelle Prizession
um L). In diesem Falls, d.h. fiir ¢ = 0, ist der Vektordrehimpuls erhalten: L = const. und damit ist die

Energie gegeben als
1(L3)? 112
oo 1L 113
2 O3 2 0

wobei . .
L, =L — Lgés

Mit der Wahl des IS-Koordinatensystems 2||L ist

Ly=1Lcos® , L, =0Lsing , L,=1L

1 _,cos20" 1 _,sin?¢
E=_L? —L?
2" e, T2V o

Verglichen mit dem Ausdruck auf S. 50, angewandt auf diese Situation
L? (1 —cos?0)? L?cos®0

1 .
E=-0/0"+= + —
2! 2 O sin?¢ 2 O3

ergibt sich

0 =0

und damit y
. L, — Ljcos L L

=== == = =t

AT ] AR

Lcost B Lcost

O3 G}

= Y = Qt + 1, wie vorher.

Q

¢: é—zf(.bcost?’:

52



Kapitel 6
Hamiltonformalismus

Die Hamiltonsche Formulierung der Mechanik betont die verallgemeinerten Impulse als Bewegungsgrofien
gleichwertig zu den verallgemeinerten Koordinaten. Anders augedriickt, sie fiihrt die DGL 2. Ordnung
fiir die Koordinaten in eine doppelt so grofie Anzahl DGL 1. Ordnung fiir die Koordinaten und Impulse
iber. Sie ist damit der geeignete Ausgangspunkt fiir die Ankniipfung an die Quantenmechanik, die durch
eine DGL 1. Ordnung in der Zeit fiir den Zustandsvektor beschrieben wird.

6.1 Kanonische Gleichungen

Gegeben sei die Lagrangefunktion L(q, ¢, t). Durch

oL
pz*aqi )

i=1,...,f

werden verallgemeinerte Impulse definiert. Diese kénnen dazu benutzt werden, die verallgemeinerten
Geschwindigkeiten ¢; zu eliminieren, denn aus

_ 0L(g,4,1)

folet  dx = d(q, p, 1
i o4, olgt  dr = dr(q,p,t)

2B.L="2¢ , p=mq , q=">
2 m

Wir definieren die Hamiltonfunktion H:

H(q,p,t)=> dpi— L= di(a.p,t)pi — L(q,4(q,p, 1), 1)

H hat die Bedeutung der Energie des Systems. Im Gegensatz zur Lagrangefunktion, die eine Funktion
von q, ¢, t ist, ist die Hamiltonfunktion eine Funktion von ¢, p, t.
Aus dem vollstdndigen Differential der Lagrangefunktion

. oL oL . oL

%

oL
=D (i dgi +pidis) + - dt
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L d OL d .
= = 7 Pi = Pi

wobei oL 9
pi = 94 und die Lagrangegleichung 9 T 96 dt
benutzt wurde, folgt
dH = d()_ dipi — L)
. L . oL
= Z(QZ dp; + pi dg; — pi dg; — pi dg;) — e
oL
= .idi_.idi — —dt
2;@ pi —Didgi) —
OH 0H
dg; ——dt
q) "5

_Z a_Hd._;’__
_Z. Opi bi 0q;

Durch Vergleich ergeben sich die kanonischen oder Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

OH
miti=1,2,...,f

.—6H P —
ql_apz b) pl_ aqz
OH 9L
ot

d J—
un ot

Dies ist ein System von 2f DGL 1. Ordnung in t, die an die Stelle der f DGL 2. Ordnung in der Lagran-

geformulierung treten.

1. Beispiel:
Teilchen der Masse m im Potential V() in 3D:
L=Z/=V(@E) . p=mr
H =5+ V(7)
= T
om’
—p=-vv@ . =L
m

2. Beispiel:
= DR o7 t) + e A(7) 1)

Teilchen mit Ladung e und Masse m im elektromagnetischen Feld
2

P, A: skalares und Vektorpotential

Zur Erinnerung:

Magnetfeld B=VxA
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Elektr. Feld: E = —V® — %_f?

oL . -
=—=mr;+ed; — pP=mi+eA
87“1'

Di

Kanonischer Impuls ' und mechanischer Impuls mi# unterscheiden sich!

. 1 N1 N\ 2 1 N o
H=§7—L=—F (ﬁfeA)f—(ﬁfeA) fed e (ﬁfeA)~A
m 2m m

1
m

H(7,p) = - (ﬁ—eg)2+etl>

Zur Interpretation:

. _ M-y
Energie H = 5" + e®

~~~— pot.En.
kin.En.

Das Vektorpotential A tragt nicht zur pot. Energie bei!

Bewegungsgleichungen:

m
oOH 1 0 - oo
=2 (Fed) L ed) —
p c’)ri m( € ) (67‘i€ ) eah‘
d S 0 - i3} . = 0A
mi; = p; e%Az =er <5_nA> —ea—ri —er-VA; —ea

:eEiqLe?xé

denn 7.?>< (6 X g) = Z (T'JaiTAJ —7“]8%141)
. 1 ]
J
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6.2 Poissonsche Klammern

Wir betrachten eine beliebige Funktion f(p,q,t) der verallgemeinerten Koordinaten und Impulse. Die

totale zeitliche Anderung ist
af 3f of . f
7= 2 (G
B of 0oH Of OH
t 7+ ; <5%‘ Opi  Op; 5%‘)

af _ 3f
=S

wobei die Poissonklammer zweier Funktionen f und g¢(q,p,t) definiert ist als

99 0f g Of
{9.f}= Z <5pl 0q; 6q¢ 5Pi>

oder

ErhaltungsgroBen f, die nicht explizit zeitabhiingig sind, erfillen {H, f} = 0.

Eigenschaften der Poissonklammern:
(i) {f.9} =g, f}

(ii)) {f,e} =0 , c¢= const.

(iii) {fl + fo. 9} = {f1.9} + {f2, 9}

(

w g0 ={ o} + {15}

0 0
O ek =20 U=y

(i) {g-q;3 =0, A{pispi} =0 {pig;} =
(vit) {f,{g.h}} + {9, {h, f}}+{h.{f,g}} =0 Jacobi-Identitét

In der Quantenmechanik haben die Poissonklammern eine direkte Entsprechung im Kommutator von
Operatoren.

Es gilt das Poissonsche Theorem:
Falls f und g Erhaltungsgréfien sind, also {H, f} =0 , {H, g} =0 dann gilt auch

{H.Af,9}t=0

d.h. dann ist
{f,g} = const.

eine Erhaltungsgrofle.

Beweis iiber Jacobi-Identitét:

{H’{fag}}: _{fa{gaH}}_{ga{Haf}}:O
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6.3 Kanonische Transformation

Die Wahl der verallgemeinerten Koordinaten ¢; und Impulse p; ist nicht eindeutig. Die Freiheit in der
Wahl der ¢, p kann dazu benutzt werden, zu einer besonders einfachen Beschreibung zu kommen.
Die Transformationen

Qi:Qi(I%(Zat) 3 Pz:Pl(p7q)t)

von den gegebenen dynamischen Variablen p,q zu neuen Variablen P,Q nennt man kanonisch, falls sie
die Bewegungsgleichungen forminvariant lassen, d.h. falls gilt

. OH' . OH'
e ) P=_—
“ 9;

op;
wobei H'(P, @, t) die transformierte Hamiltonfunktion ist (dabei sind die @; i.A. nicht mehr nur riumliche

Koordinaten). Um die Bedingungen fiir die Erzeugung von kanonischen Transformationen abzuleiten,
gehen wir davon aus, dass sich auch die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen aus einem Extremalprinzip

fiir die Wirkung ergeben, nédmlich
5/(Zpidqz' —Hdt)=0
Variation nach ¢ und p liefert (bei festgehaltenen Randwerten p;, ¢;)

0H oH
0/Z<5pquz+pz d(6g:) — o0 ——0g; dt — 6p.5pidt>

2
= / > |ops (in - dt) —0g; (dpi dt) +> pida; .
i —,_/

=0 =0

In den neuen Koordinaten muss also gelten

2
5/1 (zi:Piin—H dt) =0

Ergénzung: Der Randterm > p; 5qi|f verschwindet, da 6Q); = an 5q1 +‘9Q1 5]%‘ =0

—0 :0
Die beiden Integranden diirfen sich hichstens um ein vollstéindiges Differential einer Funktion F'(g, Q,t)
unterscheiden:
F(q,Q,1) sz dg; — ZP Qi + H)dt
oF 8F oF
i = ) P =— ’ H =H o
IR 90, * o

Jede Funktion F(q,Q,t) erzeugt also eine kanonische Transformation.
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Durch geeignete Umschreibung lassen sich auch erzeugende Funktionen angeben, die andere Paare der
alten und neuen Variablen miteinander verkniipfen, z.B. ¢, P — p, @

:84) , Qi:@(l) H’:H+a—q)
dq;

—  Di

0F; ’ ot
Die Paare von Verénderlichen p;, ¢; werden als kanonisch konjugierte Variablen bezeichnet, fiir die gilt

{a, q]'}p,q =0 ) {pivpj}p,q =0 ) {pis qj'}pyq = dij

Poissonklammern sind invariant unter kanonischen Transformationen, d.h.

{f9tpa=1{f9tpPe

of 0g  Of 09\ of 0dg af 0dg
2 (8@6—% - a_qi@_m) B Z <6Pi 0Q, ~ 90, api>

%

also

Beweis: Wir interpretieren g als Hamiltonfunktion, dann gilt

d
{fag}Pq = _d_‘];

Die Zeitableitung Z—J; kann nicht von der Wahl der Variablen abhidngen. q.e.d.

Damit gilt aber auch

{Qia Qj}pq =0 ) {Pian}pq =0 ) {Pian}pq = 51’]‘

und
{@¢i,4i} P =0 ; {pi,pj}ro =0 , {pi,qitro = di;

Man kann die zeitliche Anderung der GroBen p, q selbst als kanonischen Transformation ansehen: (g; =
q(t) etc.)
Q = qrr = q(qe, Pt 7)

P = ptyr = p(ge,pe, 7)

denn sowohl g, p; als auch g44-, pr4+ geniligen den kanonischen Bewegungsgleichungen.

Beispiel fiir kanonische Transformation: Harmonischer Oszillator

2
p m o o

H=-—+—
2m+2wq
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F(q,Q) = %(f cot @

OF oF mwq?
= —— = mwqcot , P=——=
P 0q geot@ 0Q  2sin’Q
Auflésen nach ¢, p:
2 202 cot2 O 2 sin?
P (mw)?q* cot?® Q 2sin” Q — 9mweos? O
P mwq>?

p=V2mwP cosQ
q= q/i—isinQ

;o Q=uwt

| 2F
p=vV2mEcoswt , q= 5 sinwt
mw

H =wPcos®’ P+ wPsin? P = wP

FE
— P = — = const.
w

6.4 Phasenraum und Liouvillescher Satz

Der Zustand eines mechanischen Systems zur Zeit t wird im Hamiltonformalismus durch die Angabe

der verallgemeinerten Orte und Impulse ¢;(t), p;(t) festgelegt. Durch diese 2f Gréfien wird ein Punkt im
2f-dimensionalen Phasenraum definiert. Im Laufe der Zeit bewegt sich dieser Punkt auf einer Kurve.

Falls die Energie des Systems erhalten ist, findet die Bewegung auf einer (2f-1)-dimensionalen Hyperfliche
konstanter Energie statt.

Beispiel: Eindimensionale Bewegung

p

E=const.

Das Produkt der Differentiale
dI' =dqy ...dgy -dp1 ...dpy
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ist das ,, Volumenelement“ des Phasenraums.

Wir betrachten das Integral iiber einen Volumenbereich des Phasenraums:

Vo= [ ar

und zeigen, dass V[ invariant ist unter kanonischen Transformationen.
Es gilt

/dQl...dedpl...de:/dq1...dedpl...dpf~D(q,p)

wobel

0(Q1...Qf, Pr...Py)
og1---qf,p1--.-Df)

die Funktionaldeterminante ist. D lédsst sich schreiben als

D(q,p) =

0(Q1.-.Qy,P1...Py) 9(Q1---Qyp)

D= Olar-gqs, Pro-Py) _ O(qr---qy)
O(q1.--95,p1...Pf) A(p1---py)
B(ql...qf,Pl...Pf) B(Ple)

Mit Hilfe der erzeugenden Funktion ®(q, P,t) ist

0P oo

Q=gp wd  p=go
0Q1 9Q1 9% o)
Q... | 7T T | | omen T ool
a1 ---q5) 00, 00, o 00
o1 " Bar dq10P; *°*  Dq;0P;

o) o)

o py) | T T

oP-..Pr) | o e

OP10qy te OPyOqy

Die beiden Determinanten unterscheiden sich nur durch Vertauschung der Zeilen und Spalten, sind also
gleich.

= D=1

Wir betrachten nun die Verschiebung der Punkte im Volumenelement im Laufe der Zeit. Wie oben gezeigt,
wird dies durch kanonische Transformationen beschrieben und damit gilt:

Vo = / dI' = const. ,  d.h. zeitunabhéngig. SatzvonLiouville

Wenn man die Phasenraumpunkte, die eine Gesamtheit von Systemen beschreiben, als Fliissigkeit auf-
fasst, die durch den Phasenraum stromt, dann ist diese Fliissigkeit inkompressibel.
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6.5 Hamilton-Jacobische Differentialgleichung

Eine letzte allgemeinste Formulierung der Mechanik geht aus von folgender Betrachtung:
Die Wirkung S selbst kann als dynamische Variable definiert werden, wenn man sie als Funktion der
Randpunkte betrachtet. Die extremale Wirkung als Funktion des Endpunktes ist gegeben durch S(q(t), t).

Fiir S gilt
¢ oL oL
5S(t :5/ Ldt:/(—(S +—,5')dt
(t) ; 9400+ 570
t

_ 9L +/t oL d oL\ .
~9¢ % T ), \aq " d@taq

p 0 =0
=p-dq

wobei d¢(0) = 0 angenommen wurde.
Allgemein ist

08
08 = ;pi&]i - 5—% =DPi
Die zeitliche Ableitung ist
ds oS oS oS
—=L=— — = =T i
dt atJr;aqiq atJr;pq

as
—=L-) pidi=-H
Oder at - szz

S erfiillt also die partielle DGL 1. Ordnung in der Zeit:

oS a8 aS
at + (CI17 7qf7 6q1 ) 9 aqf ) t) 0

die Hamilton-Jacobische Differentialgleichung.
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Hier sind die Zeit und die Koordinaten die unabhéngigen Variablen. Gesucht ist das sogenannte vollstindi-
ge Integral dieser Gleichung,

S=®(t,q,....q501,...,a7) + A
mit f + 1 Konstanten.

Die Losung dieser Bewegungsgleichung, also die ¢;(t), 14sst sich wie folgt erzielen:
Man geht mittels einer kanonischen Transformation von

(P, q) = (a,0)
S
wobei 8, = 0 die neuen Koordinaten und «; die neuen Impulse sind. Mit Hilfe der erzeugenden
Q;
Funktion ®(t, ¢, a), also der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung, gilt
0P 0P 0P
i = ) i — 4o ) H/ =H O,
P aqi ﬁz 8ai + 8t
o 0§
Da aber — = —, ist H' = 0!
a aber — 5
Es folgt:
/
a;; =0 — «o;=const. , [;=const.

Die Koordinaten ¢;(t) ergeben sich durch Losung der Gleichungen
oS

=0, i =1,...
aaz /81/ Y 1 3 7f
und die Impulse aus
08
pi = 94,
Falls die Energie erhalten ist, d.h. H = E = const., nimmt die Hamilton-Jacobi-Gleichung die Form an:
050 0S50 )
H oo fy; =y —— | = F
(Ch qr dq 4y
wobei Sy = S + FE -t zeitunabhéngig ist.
Beispiel:
Ein Teilchen der Masse m in einem zylindersymmetrischen Potential der Form
B(9)

U(T, 9) = UQ(T) +

r2

62



Die Lagrangefunktion lautet in Kugelkoordinaten

L= 2(7" 120 4 2 sin t%))

Die verallgemeinerten Impulse sind

*a—L*mf 8L = mr’0
pr*ar.* ) Do = 89
oL 2. 29
= — =mr-sin“0
P % ¢

Die Hamiltonfunktion ist damit

2m 72 r2sin? 0

1 2 2
H:—(p§+p‘)—+ Do )+U

oS
Mit der Ersetzung p; = =20

ergibt sich aus
9q;

die partielle DGL
1 850 2 1 8S0 2 1 aSO 2
(£ (=8 2omBO)| + ————— (Z2) =E
2m ( or > +Uo(r) + 2mr? l< a9 ) T ©)) + 2mr2sin® 6 \ 0¢

Im Losungsansatz nutzen wir die Separation der Variablen aus, und die Tatsache, dass H nicht von ¢
abhéngt (Zylindersymmetrie), d.h. py = const.

So(r,0,9) = ppd + S1(r) + S2(0)

1 (95
— | = U E
- [Qm ( or ) +Uo(r) -
Diese Summe einer Funktion von r und einer Funktion von 6 kann nur Null sein fiir alle r, 6, wenn die
beiden Funktionen Konstanten sind, die sich zu Null addieren:

052 ? p¢2 _
<59) +2mB(6) + = =C

05,
00

2mr? +( )+2mB(9)+ Po_ _

sin? 0

1 (951" c
%<a_) T+ g = F

Integration liefert:

S(r,0,¢,t) = —Et+p¢q§+/d9\/ —2mB(0 /dr\/QmE Uo(r )—g
s1n9 2
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Die Konstanten sind hier pg, £, C. Die Gleichungen

o5 _ . 95 _
T TO R

mit Konstanten ay,to, K ergeben die Losung r(t), 0(t), ¢(t).
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