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1 Variationsprinzipien

1.1 Einfache Beispiele

1.1.1 Vom Hirsaal zur Insel

a) Anfangsbetrachtung

Bestimme Bewegung oder Gestalt eines Systems so, dasgegnalmminimiert wird.

Land (v,) Wasser (v,)
@Insel
Oz) Y2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ( g Sl
Ty
1M
o) |

Fur die Laufzeitl gilt:

o Veitul Vel
U1 V2 '

wobeiy; + yo = y sowiexy, x5 fest sind.
0=10y =dy1 +0y2;  dy1 = —0y2 (*)

Suche den Weg, fur defi minimal wird. Dies stellt ein Extremum dar:

d 2 2 d 2 2
0=0T = _7\/9514”/153/1 4 _7\/3524”/2@2
dy 1 dys V2

Mit (*) folgt:

0= Y1 _ Y2 Sy
Vi +yl v Vi +ys v

Betrachten der letzten Gleichung in der Skizze lass®, = % und
i+ Y1
sin O = % erkennen. Umformen und Einsetzen fuhrt zu:

V T3 tY;3

sin®; sinOy

U1 V2

Dies entspricht dem Ublichen Brechungsgesetz.



b) Verallgemeinerung 1: v h &nge kontinuierlich von x ab

y B(XBin)

A X

Xa=ya=0

Bahnkurvey(z) mity(0) = 0, y(zp) = yp Mit den festen PunkteA, B. Finde die Laufzeit
T von A nach B.

Ein Wegstiick hat die infinitesimale Lange
d 2
ds = +/(dx)? + (dy)? = /1 —y | d
s =/(dx)? + (dy) —i—(dwy) x
mit 4y
de? =Y

Infinitesimale Laufzeitanderung:

__ ds
dT = 2,

B B 1 12
:T:/M:/mLii—
v()
A T A

T hangt nicht nur von x ab, sondern auch von der Bahnkurve y.

T'y] wird Funktional genannt.
(Unterschied zwischen Funktion und Funktional: Die Fumkihangt hier von x ab, doch das
Funktional hangt von der Funktion ab.)

Suche nun das Minimum (lokal oder global, hier ware einaleBetrachtung sinnvoll).

= Ty :x[ d:rzi'zl}(_ﬂt)y/2

c) Verallgemeinerung 2: v h &nge von x, y und Richtung ab

Betrachte nun eine Geschwindigkeit, die von X, y und von dehtlng abhange (bspw. ein

Schwimmer im Wasser: gegen oder mit dem Wellengang, mit 8dér Abtrieb, etc.).

a1’ = fm(m,y)(dx)z + fay (@, y)dody + fyo(z,y)dyds + fyy(x7y)(dy)2 =
> (fij(wi)daida))

i?j



fi; wird dabei als Metrik bezeichnet.
x;(s) ist dabei Bahnkurve mit Bahnparameter

Fur die Laufzeitl” gilt:

d d

Y]
Die Bahn mit kiirzester Laufzeit nennt sich Geodate zurriMef;;. Diese findet sich unter

anderem bei Grundfragen zur Relativitatstheorie.

1.1.2 Brachistochrone

Fragestellung: Auf welcher Bahn gleitet (ohne Reibung)M@ssenpunkt in kiirzester Zeit von A

nach B?

Xp=ya=0

Beispiel: Ein Tunnel zwischen A und B, in dem ein Zug reibdrgjsohne Antrieb von A nach B
gleiten soll. Finde die optimale Bahn.

Fur die potentielle Energi€(y) gilt:

Uly) = mgy

Mit dem Energieerhaltungssatz kann man die Geschwindigkagstimmen:
1
§m1)2 +U(y) =0 v=+/—2gy

Im gewahlten Beispiel ist v abhangig von y.

Fur die Weglangés gilt der Zusammenhang:
ds® = dz® + dy? = da*(1 +y/?)
mity = —
Y dmy

dr = £ liefert LaufzeitT[y]:
(Y

zp
1 2
Tly] = / dp YTy

—2gy
0



1.2 Euler-Gleichung

y

Es sei die Bahnkurveg(z) und eine kleinéAnderungd(y(z)) gegeben.

2

Jly) = / def(y. o/, )

1

Forderung: Suchg(z) so, dass/[y] extremal (in den meisten Fallen minimal, selten maximaiyw
= J andert sich nicht, wenn may{z) durchy(z) + d(y(z)) ersetzt.
Die Randpunkte bleiben bei d&nderung der Bahnkurve fest:

By(n)) = y(a)) = 0

Jly +0y] = /dwf ((y(2) +0(y(2))), (v (=) + 6/ (2))), )

1

mit

£ (@) + (@), (¢ (@) + 60/ (@), ) = [f + g—gay + U sy

oy’
x2

of o Of 5
/d:ﬂ <8y6y+ 6y’6y>

1

o

_ 0f 5, _ @ 0f Of 5172

= /dm <8y6y o 8y’6y> + 8y’6y|$1
1

6J = Jly + oyl — J[y]

Aus Voraussetzung folgt:

da5(.%'1) = 5(1‘2) =0.

Umformen ergibt:



of d of
Es qilt (6_ — @8—y’> — 0, daraus folgt
of 4 9of
Oy dx oy

Dies ist die Euler-Gleichung, eine DGL 2. Grades{ir).

Analog:

Mehrere Funktionen von: y;(x) mit (i = 1,...,n).

2

Jly] = /dfvf(yl,-.-,yn;y’l,---,yf@;w)
1

6Jlyl =0

Im Allgemeinen reicht das eine Integral zur Losung und zunad@&n vony, ..., y, aus. Partielle

Integration fuhrt zum Ergebnis.

“[of d of B
/dle[ayi_dwy;}éyl_o

Jedesyy; kann unabhangig variiert werden.

of d of 0
dyi  dz oy,

liefert n DGLen 2. Grades.

1.3 LOsungsstrategien unter speziellen Annahmen fif (y, v/, x)
1.3.1 Keiney-Abhangigkeit

Betrachte keing-Abhangigkeit, also:

0
a—yf(%y/JU) =0
Die Eulergleichung
d / 0 / _
%a /f(y7y,1') a_yf(yvywr)_o



ist dann ein einfacher Fall.

Integral Uberx liefert:

d
By — f(y,y', ) = const

und zwar unabhangig von x.

Auflosen der Gleichung nag}i liefert eine DGL 1. Ordnung.

Beispiel: Weg vorA(x 4,y4) nachB(zp,yp)

Die Geschwindigkeit hangt nur ab varundnicht vony.

Tp
/1 12
/d:vfyy x) /dw +y

A
Einsetzen in die Eulergleichung liefert:

a0, _df 4 1)_,
dz oy’ dx \ \/1+y2v(z))

Die durch das Integrieren dieses Ausdrucks auftretenégiationskonstante seialso:

oy 1 :C@yi/ = cv(z)
Vi@ ) = i

y

1- x)C

1.3.2 Keine explizite Abfingigkeit vonz
Betrachte keine explizite-Abhangigkeit, also:

0 ;o
%f(y’yax) =0

Zeige, dass qilt:



afos, 1_ o
dz 8y’y - Oz

Beweis durch Ausrechnen:
ia_f / g ! g / 8_f /! g
[(dm@y’)y +8y’y 8yy +8y’y +8:Uf
Identifiziere hier

d9of _of
dz oy Oy
durch die Eulergleichung, so kiirzen sich alle Terme bigdeufletzten zu:
d |of , B
= [ 1] =0

of o
= [a—y,y—f]—C—const

Lose dies auf nach’:

Dies liefert (mit¢’ = const) eine DGL 1. Ordnung:

)

J dr

Y /

—— = |dr=x+¢

/ h(y) /

Dies fuhrt auf eine Gleichung der Fornty), invertieren fuhrt zu dem (oft) gesuchtef).

\orteil:

Es handelt sich um eine DGL 1. Ordnung, Problem ist durchofpeliche Integration losbar.

Beispiel: Brachistochrone

Einsetzen fihrt zu:

Aufloésen nachy’:

Trennung der Variablen:



dr = -
c(—2g)y 1
fuhrt zu hasslichem Integral.
Besserer Ansatz:
y = —a(l —cosT)
x =a(r —sinT)
und
dy
v =%
dr
einsetzen.

Dies beschreibt beispielsweise die Bewegung des VentilReaifien eines Radfahrers.
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2 Euler-Lagrange-Gleichung und Hamiltonsches Prin-
Zip
2.1 Holonome Zwangsbedingungen

Seienry, ..., vy kartesische Koordinaten von N Massenpunkten. Es geltaeeiférZwangsbedingun-
gen.

Beispiel: 2 TeilchenT, 73 und|r{ — 73| = 0 sei fest.

Hantel o—o

1 Zwangsbedingung

Dann hat das SystefiV — k Freiheitsgrade. DiBN — k Zahlen, die die Lage des Systems
festlegen, heiRegeneralisierte Koordinateng;.

—

1=r1(q1, -, @3N -k 1)

N =71(q1, -, ¢3N—k» t)

Beispiele:

Doppelpendel in einer Ebene Durchbohrte Perle auf rotieren dem Draht

fester Punkt

Q=T //\Draht

12



2.2 Euler-Lagrange-Gleichung

Betrachte eine Koordinatg

Die Wirkung S sei:

£ fallt jetzt vom Himmel.
Forderung:

Sucheg(t) so, dass5[g] extremal (haufig minimal) wirdy(¢;) undg(t2) liegen fest.

t4 ty t
Fordere:
6Slg) =0
ATV P ey doy 0%
o UL UL o _ vL 4oL VL to
o= [ (G Gou) = [t (G - 55 ) oa+ ool
t1 t1
Mit
0L
folgt:
02 doZ
dq dt ¢

.. 0L . a9.ZL :
Dabei |sta— die verallgemeinerte Kraft unda—_ der verallgemeinerte Impuls.
q q
Man erkennt das Newtonsche Prinzip wieder: Die Verandgdes Impulses ist gleich der Kraft.

Furn verallgemeinerte Koordinaten hat maime Funktion

13



g(Qh <5 Qn; 417 ceey q.th)
Sl = / it

Variation der unabhangigen ergibtn DGLen:

04 doY
aqi dt aql -

mit (i = 1, ..., n)

2.3 Erhaltungssitze

2.3.1 Zyklische Variablen (Vgl. 1.3.1)

Falls.# unabhangig von einer verallgemeinerten Koordingtst, also falls gilt
0

dann nennt man die Koordinagg zyklisch.
0L 0 4oz
8(]2‘ N dt 8(]2 N
a4, = zeitl. konst.

Suche nach zyklischer Variablen durch geeignete Kooréirieansformation.

2.3.2 Energieerhaltung (Vgl. 1.3.2)

Betrachte:

d 0 . d 0 . 0 . 0% . 0% . 0% 0%
il(552)i-2) = (o) i+ () i- (i ot ) =%

Alle bis auf den letzten Term verschwinden.

d 0 . 0L
il(72)i-2| =%

Bei mehreren Koordinaten:

Falls gilt

so findet man



Dies ist eine DGL erster Ordnung.

Auflésen nachy und Trennung der Variablen fihrt dann auf ein gewodhnkdmeegral.

Test:
q'2

Falls.Z = mey = U(q)

0L . 0L mg*
a—q—mqéa—qq—f—T—i—U(q)

2.4 Beispiele

2.4.1 Kinetische Energi€’ eines freien Teilchens

a) Kartesische Koordinaten

b) Zylinderkoordinaten ( p, ¢, 2)

T = pcosy — T =pcosy — psing - @
Yy = psinp — Yy = psing 4+ pcosp -
2=z — 2=z

m
=T =5 (" +p%" +2%)
¢) Kugelkoordinaten
z
.
]

x = 7sin © cos @
y =rsinBOsing

z=1rcos®

& =7sinOcosp+rcosO cosg- O —rsinOsing - ¢
y:ﬁsin®singp+rcos®sintp-@—H“Sm@COSSO'@

Z=7¢c0os® —rsin® -0

15



= T = Z(i + 47 + ) = 2%+ 170 41297 sin’ ©)

Einfacher:

dz ds\?
R (—S> undds = \/dr2 + 12d02? + 12 sin? Ody?

2 i
T dt
Orthogonales Koordinatensystem:

¢, €6, €, Stehen orthogonal.

Also gibt es keine gemischten Ternie d© usw.

2.4.2 Zwangsbedingungen (ohne Potential)

Identifiziere. = T.

a) Bewegung auf Zylinder

Zylinderkoordinaten mip = const, alsop = 0

g:T:%(p2¢2+22)

Zwei zyklische Koordinatenp, z

Erhaltung der z-Komponente des Drehimpulses:

0 d
—Z=0 und —mp*p=0
Oy u at"’t
Erhaltung der z-Komponente des Impulses:
0

d .
&Z—O und Emz—()

Aus ¢ = const und Z = const folgt eine Schraubenbewegung.

Konstanten werden durch Anfangsbedingungen bestimmt.

b) Bewegung auf Kugeloberfl &ache

Es gelter = 0, dann:

g =17="42 (@2 + % sin? @)

2
Man erkennt: die Koordinate ist zyklisch.
do  d 9. .24\
a%.ﬁ == (mr psin @) =0

mr?¢sin® © = const = L,

Bewegungsgleichung fi:

16



% (mr2®> —mr?p?sin©cos © = 0
L,

> P=—F"5=
mr2sin? ©

ist eine DGL 2. Grades fi®.
0 d
Besser ist hier allerdings we T=—-T=0
gsWeOFt = %
%rz <@2 +sin?© - @2) =F
¢ einsetzen und nadh auflosen.

c) Kegelmantel

O = Oy = const funktioniert analog.

2.4.3 Bewegung mit Zwangsbedingungen und Potential U

Betrachte hier speziell
U =mgz
Benutze den Ansatz:
L=T-U.

Die Rechnung ist analog zu vorher, allerdings wik(l;) ausgedruckt durch die passenden

Koordinaten.

Beispiel: Spharisches Pendel (entspricht Fadenpendel)

\
\

Z

A

1
|
|
|
I
|
I
I
I
1
T

U = —mgl cos ©, hieristz = —[ cos O.

17



2

L = % (92+sin2®-gb2> + mgl cos ©
0L
o
0L\ - A
— O+ | — | ¢ — & = zeitlich konst= F
(55)6+ (%)
ml?

5 (92+sin2®-gb2> —mglcos® = E

und ¢ zyklisch.

AuRerdem ist., = % = const, dann:

L, =ml?*sin’© -

Zunachst auflosen nach:

) 2 1 L2

2 z
O =|—(FE+ (S
[le < myl cos 2 mi? sin? @)]

= dt, welches ein gewdhnliches Integral darstellt.

Dies fuhrt auf d©

f(©) =t + const, dann Aufldsen nach.
2.4.4 Bewegung und zeital@imgige Zwangsbedingungen
Teilchen frei beweglich auf einem rotierenden Stab.
T =2 (% +17¢)
© = wt als Zwangsbedingung,als verallgemeinerte Koordinate.

m .
£ = 5} (r2 + 7’2w2)

18



3 Symmetrieprinzipien

Oder: Lose Probleme, ohne zu rechnen.

3.1 MechanischeAhnlichkeit

3.1.1 Allgemeine Betrachtungen

Multiplikation der Lagrangefunktion mit konstantem Fakémdert die Bewegungsgleichungen

nicht.

Betrachte ein Potentidl, welches eine homogene Funktion der Koordinaten ist.
U(ari,ary, ..., ary,) = U (P17, ey )

wobein und k verschieden sein durfen.

Beispiele:

oder

Betrachte eine Transformation
T T = ar;
t—t*=pt
dr; dr* adr;
Deshalb— — —— = ——
dt dt* B dt
= Kinetische Energie:
2
[0
T—>T=(=) T
(5)
= Potentielle Energie:
U—U*=ad"U

Wahles passend, sodass

Unter der Transformation

19



7 — 7" = ar; undt — £* = o5t
erhalt.Z den Fakto* und die Bewegungsgleichungen fiif, t* sind identisch fur?, ¢.
= Wennrj(t) eine Losung der Bewegungsgleichung ist, dann au@l'(al—%t)

Betrachte beispielsweise eine Planetenbahn um die Sonne:

featoreumN U(r)=+
Faktor 2 ° 1 1
U(ar)= gr=a’'+

Dies ist genau die Aussage des 3. Keplerschen Gesetzes.

*

g . . . . .
Im Skalenverhaltnlsl— = « sind ahnliche Bahnen erlaubt. Die Laufzeiten zwischen

l
Das gilt auch fur beliebigév-Teilchen-Systeme, beispielsweise unser Sonnensystem, i

1—k
A * 2
entsprechenden Bahnpunkten verhalten S|ch4t/v|e (—) :

welchem man alle Planetenbahnen um denselben Faktor ladielnsk kann. Die

Umlaufzeiten verringern oder vergrofRern sich dann um déspeechenden Faktor.

3.1.2 \Virialsatz

Zusammenhang zwischen zeitlichem Mittel von kinetischret potentieller Energie.
Betrachte Teilchen ohne Zwangsbedingungen in kartesis€berdinaten.
DefiniereG = Zﬁ;ﬁ-
i
Es gilt:
d RN 5o mg -, = =~

Definiere den zeitlichen Mittelwert einer GroB#t):

T

1

<F>:mn—/ﬁﬂ0

T—00 T
0

Speziell:

d 1 (d 1
< EG(t) >= Thﬁrgo; /dt (EG(t)> = Thﬁrgo; (G(1) — G(0))
0
Annahme: Sei

a) entweder die Bewegung periodisch, dann wahlenrweintsprechend der
Wiederkehrzeit, z.BG(0) = G(1) = G(27) = ...

b) oder es sindp;| und|r;| beschrankt, dann ist auck(t) beschrankt.

20



In beiden Fallen ist offensichtlich:

L) >= tim 2 (G(r) - G(0)) = 0

<_
dt To0 T
=<2+ > Fi; >=0

2

Annahme: F; sei aus dem Potential (7, ..., 77,) gewonnen, alsd; = —V,;U. Dann:

2< T >=< Z (ﬁiU(TE, s Th) 7“?) >

Annahme: U sei homogene Funktion vom Gra#€vgl. mit der Annahme am Anfang des

Kapitels). Dann ist

n

Z (VZU) 7 = kU

=1

das Eulersche Theorem.

Somit ergibt sich der Virialsatz:

k
<T>:§<U>

Beispiele:
Galaxienhaufenk = —1:
<T >= —% <U>
Harmonische Oszillatorer: = 2:

<T >=<U>

3.1.3 Symmetrier= Erhaltungssitze

a) Motivation

Energieerhaltung hangt eng zusammen ffiitq, q).

Es sel? also invariant untet — ' =t + .

b) Zyklische Koordinaten

0z =0= if ist erhalten.
dq 94
Frage: Kann der Zusammenhang zwischen Erhaltungsgraieverianz ohne Bezug aufs

Koordinatensystem formuliert werden?

21



¢) Noethertheorem

Invarianz vonS|g|:
¢; sei Losung der Euler-Lagrange-Gleichung.

Es gebe eine Transformation T:

¢ — ¢ = ¢+ e (g, 4, t)

t =t =t+ep(q),qjt)

Dabei sek infinitesimal.
VergleichesS [g;(t)] mit den Randwerten, , to
und S [¢; (¢*)] mit den Randwerten, ¢5

Theorem:

Falls S [¢;(t)] = S [¢; (t*)] qilt, dann nennen wif invariant unterT'. Es liegt eine
Symmetrie vor.

= Es gibt eine Erhaltungsgrofie

0L 0L
Qg dit) = (a%) + (iﬂ -3 %%) @

7 %

d
d—Q =0
un dtQ

Beispiele:
Translation in der Zeit
Z (q,4,t) sei unabhangig von
Es ergibt sich die Transformation:
=g Y=0
t"=t+e p=1
0L
dq

Dies fuhrt zur Energieerhaltung, daerhalten ist.

Unabhangigkeit von einer generalisierten Koordinate

2 (4, 4, t) sei unabhangig vog; (mit einem festen).
Wabhle:

q =q+05e; Y =0y
t"=t; =0

22



07

===

Drehungen
Es gebe zwei Variableq,, ¢, und.Z sei von der Form

2 =5 (@ +4]) ~U (& +4))
Fur Drehungen um kleinegilt die Naherung:

cose sine 1 €

Q

—sine cose —e 1
Dies liefert die Transformation:
Qx%qzzqgc"i‘e%/; wJC:qZ/
Qy%qz:CJy_EQm; T;Z)y:_q:v
t st =t; 0=0

=Q=m (ijQy - (ijm)

Dies fuhrt zur Drehimpulserhaltung.

d) Beweis des Noethertheorems

Behauptung:
S|q] sei invariant unter
4 = @ = ¢ + i (a5, G5, t)
t—=t" =t+ep(qy,qjt)
Slg] = S|[q*] mit den Randwertery, t5.

Beweis:

12 to

dqg* dq
AL g, —,t" ) = | dt&¥ —.t
/ <q ) dt*’ ) / <q7 dt’ >
tr t

1 1

Fuhre auf der linken Seite eine Variablentransformatidrals Funktion vort) durch, um

damit die Integrationsvariable zu verandern und mache Eaylorentwicklung bis

einschlieBlich zur ersten Ordnung.

to to
dat* L dgt L\ dq d [dt
/dt[dt$<q’dt*’t ﬂ —/dt<$<q,dt,t>+ede [dtg

t1 t1
t

2
d [dt* ,dg* B
> Jarg [ ()] =0

t1

23
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Fur alleg, t ergibt sich

d |dt* dq*
— t* —
de [d Z<q’dt*’ >Lo o™

dt* dg*
Umformung von L\ q* t* 1.

Verwende
dt* dp
— 1 .
a
Auf3erdem eine Taylor-Entwicklung um kleine
dt 1 de 9
S — Rt
e 1+€0(l1 edt—i—O(e)
Setze nun
dg*  dqg* dt dg =~ dy dy . ( . >
= ~ (= 1—e— )~ -
-~ dt dt* (dt+ at ) Fatev-de

in die Gleichung(x) ein; Terme ire der Ordnung> 2 wurden vernachlassigt.

0= [ (avevite(d—ip) t+ep) (1 +ep)]

0L 0oL . .. 0L .
= (—1/)+—. <¢—q<p) +—s0+$<p>
q
wobei als Argumente vor¥ q, ¢, t zu nehmen sind.

40 07 8.,2”
)2 ()0

IR R

07 0.7
= Q(q7q7t)=8—q.1/1+ <$—a—q.Q><P

ist zeitlich konstant.

In mehreren Koordinaten:

+<$—Z%;q?(ii>80

Jede kontinuierliche Symmetrietransformation liefenieeErhaltungsgrofle.

24



4 Schwingungen eines Systems bei kleinen Auslen-

kungen

4.1 Eigenfrequenzen und Eigenmoden

Die Lagrangefunktion sei gegeben als

L= aj(a)djde — Ulg:)
j?k;
AnnahmeU besitze ein Minimum bej; = ¢;. Das Potential soll differenzierbar sein.

Taylor-Entwicklung Uber mehrere Variablen um das Minimum
d
A 0 2 Ul g0 —q°
Ulgi) = U(Qi)"’; dqu(qz)|qi:q Z ia; qu Nomgr - (@ = 45) (0 — a2)
Bei kleinen Auslenkungen isf;gj, bereits quadratlsch.
= ajk(qi) = a;r(q;) = const

Seiz; := (¢ — q}), i = ¢;.
Definierea;x(q7) =: M,

d d
—U =: K;
dg; day () lg g = Foit
1 1l 1 5
¥ = Z §Mjkxjxk — Z inkxjxk =% Mz — 2% Kz
7k Jk
M und K kdnnen symmetrisch gewahlt werden.
My My - My, Ky Kip -+ Kig
z1
. My My -+ My, Koy Ky -+ Koy
= , M = . K= .
L,
Mnl Mn2 Mnn Knl Kn2 Knn
Bewegungsgleichung:
i@f B 0L 0
dt 8£CZ 8£CZ N

Es gilt:

axz ( Z k:vj:vk) :ZKijxj
J

Fur M entsprechend.
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% Z Mijfj + ZKijxj =0
J J

& | Mi+ Kz =0

Dieses System linearer DGLen mit konstanten Koeffizieriishrhan mit elementaren Ansatzen.

Ansatz:
xp(t) = Apet
Ay
mit A =
Ap,
—w?MA+KA=0
oder

In Komponenten:

Z (KZ — wQMZ-j) Aj = O (**)
J
Lineares Gleichungssystem fidrhat nur eine Losung mil # 0, wenn gilt:
det(K —w?*M) =0
Die Determinante
Ky —w?Myy Kio — w?Mi
det(K - UJQM) = Kgl — w2M21 K22 — w2M22

ist Polynomn-ten Grades in?, daraus folgt:

n Nullstellen.

Betrachte:

Eigenwerte vork und M sind positiv definit, da

T Kz > 0fur |z| > 0 (Minimum beiz = 0)

&M > 0 fir || > 0 (kinetische Energie ist positiv)
Losung der DGL:

zi(t) = Re (4;¢7™") mitw = Vw? und 4; komplex.
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Aus physikalischen Griinden mus$ positiv sein, sonst gibt es exponentiell wachsende
Losungen.

Mathematischer Beweis:

KA=uw?MA (Gleichung(x))
ATKA=w?ATMA
, ATKA
78 i ——
ATMA
DaATKA > 0undATMA > 0 gilt, erkennt man:

w? > 0.

Wegen
Re [(ai + ib;) eiiwt] = q; coswt F b; sinwt
geniigt esw > 0 und nure~** zu betrachten.

det |...| = 0 hatn Losungen (Eigenwerte)

wi  furk=1,..,n

Eventuell fallen- dieser Losungen zusammen. Dann hat dasf;gehbrige Gleichungssystem
k
3 (Kij — wiMy;) AYY =0
J
den Rang: — r (wobei diese Summe nicht Ubkdauft).
Es konnen- Komponenten vomi (¥ frei gewahlt werden.
= r verschiedene Losungen zy

Insgesamt ergibt dies die Eigenschwingung oder Eigenmode
acl(k) (t) = Re <ckAZ(Ak)efiw’“t)
k
Ak
mit A®) = : undk =1,...,n

AP
welche im Allgemeinen eine beliebige Linearkombinatiomstilt.

Im Fall w? = 0 ersetzen wirge™ k! durchay, + byt.

4.2 Normalkoordinaten

Ubergang zu neuen Koordinaten, die den Eigenmoden enksarebies ist analog zur Diagona-
lisierung einer hermiteschen Matrix, hier wegkf) K # 1 allerdings etwas komplizierter.

Es gilt
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(K — wiM) AW =0
= AV (K — M) AW =0 (1)

fur beliebigek und|.
Ebenso gilt

(K —w?M) AU =0
Transponiert ergibt das:
AV (KT —2MT) =0
Beachtet man die Symmetrie vdfiund M, also dassk” = K und MT = M gilt, dann ergibt
sich weiter:
ADT (K — M) AW =0 (IT)
Aus (II) — (I) folgt daraus:
(wz - le) ADTArA®) =
Furk # [ geltew? # w?
=AD" pmA® =0

)T

Firk = [ wahle die Normierung vorl®) so, dassA®)” M A*) =1

ADTArA®) = 5,

Falls M = 1 gilt, dann bilden die Eigenvektoren vdi ein Orthonormalsystem.

Definiere die Matrix

AL 4P Al 10 0
A(l) A(2) A(") 0 1 0
a=(a)=|"7 "7 7 |, dMa=
AD 4D A 00
Wegen
AO" (K —wiM) AR =0
gilt
A(l)TKA(k) = w,%élk
oder
w? 0
a'Ka= oot = (wz)
0 w2
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Die ErsetzungX = a( fuhrt auf ein System voentkoppeltenharmonischen Oszillatore®;.

1. 1 1/. .
2= XTMX - SXTKX = 5 (QTaTMaQ — QTaTKaQ)
Mit a” Ma = 1 unda”’ Ka = w? fuhrt dies dann auf:

soiy (o)
k=1

4.3 Anharmonische Schwingungen

4.3.1 Anfangsbetrachtung

Bisher: kleine Auslenkungen in Ruhelagelineare Bewegungsgleichungen
= Frequenz unabhangig von der Starke der Auslenkung
Frage: Was passiert bei Berticksichtigung hoher Termeriffaldor-Entwicklung?
= Nicht-Linearitaten, Anharmonitaten!

Benutze den Ansatz:
1 . 1 . 1
Z =3 Z (mindi@y — kikvizy) + 5 Z Mk TiTRT = 5 Z LT Ry
i,k i,k,l i,k,l
Verboten sind dabei Reibungstermeoder Terme hoherer Ordnurg 3.

Achtung:z; nur quadratisch weg€ehi = f;, ()24},

Betrachte nur die quadratischen Tertobergang zu Normalkoordinaten durch lineare
Transformation:

x; = lineare Funktion vorg)y,
1 ) 1 .. 1
Z =3 > <Qk - wﬁQi) +3 > XijrQiQ,Qk — 3 > pikQiQ;Qn
k ij.k irjk
Bewegungsgleichung:
do¥Y 0%
dtog, 9Qk
= Qr + wiQk = fi (Q7 Q, Q) (*)

wobei [, (Q, Q, Q> eine Summe von Termen Uber die entsprechenden Indizeslitars

0

Frage:

Wie lautet /1, ausgedriickt durch, p?
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d02 d | . : . ; G
@90, (Qk + hzj Ahkath) = Qk + hzj Ahkj <Qth + Qth)

07 _
0. =
fx ist homogene Funktion 2. Grades(h Q, Q)

4.3.2 Sbrungstheorie

Die Z—Terme, alsqfy;, sind klein geger;w?.
Iterative Losung:

Q=0 +Q? + Q¥ + ..
1) BestimmeQ\" aus, " + w2QY =0
2) Q" in f, eingesetzt:
= Gleichung furQ® mit || < |Qi| fur alle , ¥

Qg) = ay, cos(wit + ay)
,(:) + Q,(f) wird in (x) eingesetzt.

Linke Seite:Ql(j) fallt heraus, es bleibt

A+ = .
Rechte Seite: Wir setzen fiy; die Naherung)Z@), quadratisch i, Q, Q und gegeben durch
i (Qu)’ oW, Q(l))
fi enthalt Produkte
QZ(-l)Qg»l) = a;a; cos(w;t + o) cos(w;t + o)
= aia g (cos [(wit + o) + (gt + )] + cos (st + ) — (5t + a5)])

und ahnlich furQQ, Q?, ...

4.3.3 Zweite Ordnung

G +wpQ® = >~ quadratisch:
a;a; cos ((w; + wj) t + Phasenverschiebung)

odera;a; cos ((w; — wj) t + Phasenverschiebung)

Gleichung wie mit aul3erer periodischer Kraft, die mit eifillombinationsfrequenz?; + w;

wirkt, darunter auch

2wy,
Wk + Wk =
0
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Dies fuhrt zu einer Frequenzverdopplung.

4.3.4 Dritte Naherung

Bei der dritten Naherun@® gibt es bei den Winkelfunktionen Terme der Form
a;ajapcos (wi £ w; £wg)t +a; £ o + ag)
und speziell fur = j = k auch Terme
a3 cos (wit + ay)
Die DGL:
@i +w2Q® = ad sin (wyt + )

fuhrt zu Losungen mit zeitlich wachsender Amplitude.

3

Q,(:’) = —;Tkkt cos (wit + ay)

Physikalisch nicht akzeptabel, daher muss eine KorrelduFcequenz erfolgen.

Der lineare Term rihrt her von

cos [(wg}) + Awk) t} X COS w,go)t — tAwy, sin w,go)t

Awy, ist linear int undw,(f) ist die urspringliche Grundfrequenz.

Dabei ist zu beachten, dass dies nur fur kleine t gilt.

Durch Isolierung der it linearen Terme gewinnt man die Frequenzverschiebung.

Beispiel: Ein Freiheitsgrad

Rechnung bis zur 3. Ordnung:

Z = %:&2 — %w%xQ — ga:vg — %ﬁ 4
itwir=—ax® - pzd| (%)

und
|wiz| > |ax?| > |8z
Ansatz:z = 2V + 23 + 20 4
M = g coswt

mit w = wo + w + w®
w®, w® soll so bestimmt werden, dass kein Resonanzterm auftritt.

Umformung von(x) so, dass die linke Seite immer Null wird:

2 2
wo . 2. 2 3 wo \ -
ok +wpr = —ax” — Pz — (1 - 2% (k)
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Ansatz:

2= 2 4 2@

w = wy +wW

Linke Seite verschwindet identisch fiir= (!, rechts nue:™.

2 2
w
w—géé(Z) + wiz® = —aa® cos® wt — ( - —) (—a) w? cos wt

= —aa2§ (1+ cos2wt) + a (w? — w§) coswt

= wM) = 0, keine Frequenzanderung in 2. Naherung.
(2w0 + w(1)> w® cos wt ist klein, ware ein Resonanzterm.

Bestimmez? (¢) aus
2

#@ 4 wgm@) = —% (1 + cos 2wt) ( % %)

Losung (siehe TheoA):
2

. aa . .
Verschiebung umﬁ + einer harmonischen Frequenz.
W,
0

2 2
2  aa
T, = + cos 2wt
=% T 5u2 (55)

Dies bestatigt sich durch Einsetzen(inx x).

3. Naherung:
2 =20 4 20 4 o®
w = wy +w®
Betrachte in Gleichung«x) nur Terme der 3. Ordnung, z.B.:
(xu) NC x<3>>2
= (1”2, Ordnung
+22M2?) 3. Ordnung
+2®” 4. Ordnung

#® 4 w22® = —20202? _ a0 4 904,@) 0

Setzez™ und 2 aus(§§) rechts ein.

Verwende entsprechende Theoreme fur Produkteiausnd cos:

coswt - cos 2wt = ...

cos wt = ...

Nach der Rechnung:
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2 5a%a® 3
i3 4 wta® = ? [g - 6(2)3} cos 3wt +a [Qwowm + = 6 awoé - ZCEQﬂ cos wit

Mit der Bedingung, dass der Koeffizient vass wt Null sein muss, da dies der Resonanzterm

ware, ergibt sich:
L@ _ (38 5a% ,
8wy 12w}

3 2
2® =2 3 a_2 — é cos 3wt
16wg \3wg 2

L = %1292 —V(0)

Damit ist die Storung vom:

E= %F@Z +V(0)
V(©) = —mglcos O
Fourier-Reihe:

e

T-T.= 2m_2m
=W T W,
. H
2)
T
2
N =

1. Methode:

FE = const; 02 = E_T‘l/z(@)
2
JrE_ 4o
2 JE-V(O)
Wahle©, (entspricht maximaler Auslenkung) so, da58)) =

ml2 do
v/ —mgl (cos ©g — cos O)

T
\/7/ V2 ( cos@—cos@o) T4

. . 2
Dabei gelte fur Dauer T eines UmlaufB:= il

ist ein elliptisches Integral.

Benutze die Naherung:

0?2 of
Orl—— 4+ —
CcOoS 5 + o1
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@2
wobeil — 5 der harmonische Term u dle fuhrende Anharmonizitat sei.

e

s

/° do _/ du 7w
J \/93—92_0 Vi—u2 2

l
T = —271',(4.)0: %
g

Damit ergibt sich der Korrekturterm zu:

Fuhrende Ordnung:

T / du
wo =
4 4_
0 \/(1 —u?) + Ot
Dieser hangt in dieser Naherung nun erwartungsgema®yab.

Mache eine Taylorentwicklung:

Damit ergibt sich:

2. Methode:

4
L = ml? [ 02 — lwg (@2 - ®—>]
2 12

Schreibe dies um in vorige Notation.
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5 Hamilton-Formalismus, kanonische Gleichungen,

Poisson-Klammer

5.1 Struktur der Mechanik

Hamilton-FunktionH als Symmetrie zwischen Koordinaten und Impuls; nitzlicbher Quanten-
mechanik, als Hamiltonoperator.
Poisson-Klammer, nitzlich in der Quantenmechanik, attauvschungsrelation.

Phasenraum (Satz von Liouville).

5.2 Legendre-Transformation: von.Z zu H

5.2.1 Motivation

Die Lagrange-Funktion hangt ab vgng, ¢.
Die Euler-Lagrange-Gleichungen stellen dabei DGLen 2d€salar.
Ziel: Ubergang zu undp = % (undt) als unabhangige Variablen.

dq
= ein System von 2 DGLen erster Ordnung (bzw. 2n DGLen fur ihefesgrade).

5.2.2 Mathematischer Einschub: Legendre-Transformation

Betrachtef (z,y) = df = udx + vdy mit

._g ._g U e
u.—ax, v.—ay, (U)Vf

df ist totales Differential, d.h. fur einen beliebigen We@), y(¢) in der (z, y)-Ebene von

(w1,y1) nach(zy, y2) gilt
(w2,y2) ()

(ud—x + v%> dt = / df = f((z2,92)) — f ((z1,91))

(z1,91) ()
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y (x2y2)

ist Potentialdifferenz von f, welches die Rolle eines Posdsispielt.

Wenn lediglichu, v gegeben sind, dann muss in einem einfach zusammenhamg&edbéet

gelten:
o _ o
oy Oz
f,u, v sind Funktionen vomn, y.
of

Ziel: Ubergang auf neue Funktian sodass: = 9z undy unabhangige Variablen sind.
xr
Wahle:

“

Dabei bezeichnet mapals die Legendre-Transformierte Zu

5.2.3 Fortfihrung

Nun sei

dg = df —udx — zdu = udx + vdy — udxr — xdu

:>‘dg = vdy — xdu‘ (k)

v undz sind jetzt als Funktion vomn undy zu integrieren.
Es qilt

Wegen Gleichungxx) gilt
99 %

ay |u:const =0 ou |y:const =z

Verweis auf die Thermodynamik:

Energie versus freie Energie, thermodynamische Potential
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5.3 Hamilton-Funktion

Betrachte:

Dies ist bis auf das Vorzeichen identisch zu Gleich@sng

Annahme:

%( J t)_
8q q7q7 _p

sei umkehrbar.

= ¢ ist dann eine Funktion voa p, t

0%

Daraus folgen die kanonischen Gleichungen:

a_H — 4 und a_H — A
dp — 4 dqg p
sowie
oH __0%
o ot
Betrachte die Energieerhaltung:
Wegen
oL
dH = ¢dp — pdq — —dt
qap — paq ot
gilt
dH _ dp _dg 0% dt
at ~ Tar " Pat T Tor 4t
Also:
d 0
—H=—H
dt ot

5.4 Poisson-Klammer

Sei f(p, ¢,t) eine beliebige Funktion der Koordinaten, Impulse und dét. Ze
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d, of . of. 0
- S
Mit den kanonischen Gleichungen folgt:
4 _or (o), oron o
dt  Op 0q dq Op Ot
Man definiert als Notation:
0H 0 0H 0
.1y =5 50 = 30 3

und damit

df af

Mit n Freiheitsgraden wird daraus:

(=3 (2oL 00O,

— Opk Oq. Ogq Ipy,

Falls

of

- = H =0

5 — 0 und{f,f}
gelten, so folgt daraus:

daf
Beispiel:
f=xpy —ypa

und

H:ﬁ(p§+p§+p§)+v(x2+y2+z2)

Fur beliebigef, g definieren wir:

{fg}:=3 (2L 00 0F 09,

— Opr gk Oqi Iy,

Was erhalt man nun mit, = yp, — zp,, fur {L,, L, } ?

Es gelten

0
() = 8—;;

{QZan} =0, {plapk} =0, {pZanJ} = Ok

In der Quantenmechanik hat man:

{f,9} = [F.G]

38



5.5 Phasenraum

Fragestellung: Wodurch ist der Zustand eines mechanissiistems vollstandig beschrieben?
Die Lage eines mechanischen Systems miitFreiheitsgraden wird durch di& Koordinateng;
bestimmt. Allein durch die Angabe der Lage der Teilchen istaitliche Entwicklung des Sy-
stems nicht determiniert, denn es ergeben sich Differdgigiahungen zweiter Ordnung, welche
auch zwei Anfangsbedingungen fordern. Zur vollstandiBeschreibung des Zustands des Sy-
stems benotigt man die Kenntnis der Impulse zum Zeitptjkt

Alle moglichen Werte der Koordinatep und Impulsep; bilden denPhasenraum Zu jeder Zeit

wird der Zustand des Systems durch eiffemkt im Phasenraumbeschrieben.

5.5.1 Beispiel 1: Der harmonische Oszillator

m ., mw? ,

ZL(0,4) =54 ——5a
Der kanonische Impuls ist
0L . . D
p= 8—q =mqg < (4= m
Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:
2 2 2 2 2
H(q,p)=m—$=%—§—m+%q2:2p—m+%q2
Definiere neue Variablen:
21 =+v/mwgqg und 2z = \/%p
Damit wird die Hamiltonfunktion zu:
=|H = %z% + %zg
Die kanonischen Gleichungen
OH d 0OH d
a_p:Eq und 8—q:_@p
werden ausgedriickt durch die neu gewahlten Variablen:
OH 0H 0z 1 0H d 1 d
Op  0m Op  Jmdm  dt' Jmwdt
oH _
dq
Daraus ergibt sich:
= of = lizl und = of = —liZQ
Ozg wdt 071 wdt
Eliminiere noch das mittels einer Transformation = wt der Zeit:
OH d OH d
0 ] und o g
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Mit a—H = 29 unda—H = z; folgt daraus schliel3lich:
82’2 821

_ 4 und _ 4
29 = d7_21 Z1 = dTZQ

Mit der Losung:
21(T) = acos (T — @)
29(T) = —asin (7 — )

Die Anfangswerte zur Zeit = 0 seien:

Die Energie ist erhalteny = H

also ist
1 a
E:H:§(z%+z§) :const:?
Mit den Anfangsbedingungen folgt daraus:
a = /() + ()

Woraus man schlieRen kann:

g :
cosp=— und sinp=-—=
a

Betrachte nun die Bewegung im Phasenraum:
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Bewegung im Phasenraum liegt auf einem Kreis. VerschieBeweegien entsprechen
verschiedenen Radien des Kreises. Die Kreisfrequenaristle Energien dieselbe.
Die Zustande miF; < E < FE5 belegen ein bestimmtes Volumen im Phasenraum; dieses

entspricht der Flache des entsprechenden Kreisringes.

Drickt man die Variablen, zo wieder durchy, p aus, so erhalt man im Phasenraum eine

Ellipse mit den Halbachsen

2F
Pmaz = 2EM und Amax = —/
mw
Die Flache der Ellipse ist gegeben durch
E
F=m * Pmazx * Qmaz = 2m—
w
Die Zustande mit den Energidty < E < E, besitzen das Volumen

2
—(Fy — F
w(2 1)

Zur Dimension:

Wirkung = Energie- Zeit = (verallg.) Ort: (verallg.) Impuls

In der Quantenmechanik:
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Nur ein Zustand in einem Volumenelement der Gré&fzé existiert. Beim harmonischen

Oszillator findet sich die Energie quantisiert:

1
E:hw<n+§>, neN

5.5.2 Beispiel 2: Das ebene Pendel

AN\

@l

.

¢

m
12 12
# =58~ Ulp) = =5 + cosp = 1) mgl
Kanonisch konjugierter Impuls:
0L 9.
p=—o—=ml"¢
d¢
L

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:
2

= omi2

FUhre wie zuvor neue Variablen ein.

— (cosp — 1) mgl

z1 = 29 = b w? = g T =wt
1 @, 2 mlzw’ l ’
. d d
Mit % = 25(1) undf = —sin (z (7)) folgt:
l
H = %zg — (cosz3 — 1) mgl
Die Energie ist wieder erhalten.
H 1
€= gl 52% — (cosz; — 1) = const

Bahnen im Phasenraum fir festes

2o =4/2(e+cosz —1)| (%)

Diskutiere(x) fur verschiedene Werte fiar
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a) e>2

e+coszy—1>0 V,

Eine Nullstelle wird nie erreicht.

z9 istimmer entweder> 0 oder< 0. Die Losung ist periodisch mit Perio@er und ist
symmetrisch unt). Es ergeben sich

Maxima furz; = 0, 27, ...

Minima far z; = =, 3m, ...

[U(zy)

Z4

b) kleine ¢

€+cosz;—1>0

Also ist z; klein.

Also:

Dies lasst auf Kreise im Phasenraum mit Radieischliel3en.
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[U(z4)

Z4

c) Grenzfall € = 2, der Kriechfall

29 = +4/2(cosz; + 1)

zo Nimmt flir z; = &7 den Wert0 an.

5.6 Satz von Liouville

Gegeben sei ein Ensemble von Zustanden in einem Gebiethdasgfraumes mit vorgegebenem
VolumenV.
Bei der zeitlichen Entwicklung des Systems bleibt dieselsinden stets konstant (konservative

Krafte).
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6 Starrer Korper, Kreisel

6.1 Kinematik

Bisher wurden lediglichMassenpunkte” betrachtet. Ein ausgedehnter, starrquaféf wird in-

terpretiert als viele Massenpunkte mit Zwangsbedingungen

d o /de(f)
wobeip = Dichte
Zur Beschreibung der Lage vdi werden zwei Koordinatensystem genutzt:
L = Labor: ,ruhendes” Syster(iX, Y, Z)
K = ,korperfestes” Systertr, y, z)
Der Nullpunkt vonK wird haufig im Schwerpunkt gewahlt.
DasK-System ist bezuglicl, festgelegt durch den Ursprung vénund die Orientierung der

Achsen vonk.

Z

X

Die Lage des Korpers ist festgelegt durch 6 Koordinaters kht man wie folgt ein:

Mdglichkeit 1

Die Lage wird bestimmt durch die Lage von 3 Punkten des K&tgg, P, Ps.
3 Punkte= 9 Koordinaten

Es liegen 3 Zwangsbedingungen vor (die Abstande FgnP,, Ps), also:

— 9 — 3 = 6 Koordinaten

45



Mdglichkeit 2

Die Lage des Schwerpunkts liefert 3 Koordinaten.

Zur exakten Beschreibung des Korpers sind nun noch 3 Wittetderlich.

— 3 + 3 = 6 Koordinaten

Die Lage eines beliebigen PunktBsdes Korperds beziiglichL sei gegeben durch:
r=(X,Y,2)
und bezuglichk':
7= (z,y,2)
Bewegung bedeutet nun eine infinitesimale VerschiebungRafurch Verschiebung voR
bezilglichL und durch Rotation.
dF =dR+dp x 7 (%)

dr: Anderung imL-System
dR: Verschiebung vor

o~

. d
dp x 7. Drehung umdg| um die Achse "2

||
Geschwindigkeit vorP, betrachtet in, wobei
dr dp =~ dR -
—_— = U, e i— Q el
T L
gelte.
Dividiere () durchdt:
T=V+Qx7

V: Translationsbewegung

Q: Winkelgeschwindigkeit

7 korperfeste Koordinate voR

Wahle ein zweites korperfestes Systéh verschoben gegeR'’:

—

4 o
r +a

Geschwindigkeit vork’ gegenL seiV’, Winkelgeschwindigkeit sei’.

Vidxa+rOxi

o]l

vT=V4+Qx7
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Andererseits per Definition:
7=V +0 x7 firales
=V =V+Qxa nurfurd =9
Rotationsgeschwindigkeit eines Korpers ist unabhamgigder Wahl des Systends, aberV
jedoch hangt void) ab.

Kreismitte sei Ursprung P sei Ursprung

I
l —>1 -
P V=OxF ! p V=Qxa
und | und
V=0 =0

FallsV L € zu einem bestimmten Zeitpunkt gilt, aléb- V = 0, so folgt daraus’”’ L G fir ein

beliebiges korperfestes System, da

Ferner gilt dann:

I
‘o]l
}_
<y

Anschauung:
Translation und Rotation in einer Ebene.

FallsV L € gilt, dann kann man ein Syste® finden, sodas¥”’ = 0 zu diesem Zeitpunkt gelte.

Konstruktion:
Sei
T=V+Qx7
Wabhle
. % ()
F=ita mit a=-L%%
o
Daraus folgt:
o, a@xa) L V@ -G(a.7)
U:V+er—#:v4rgx¢_ —
|4] 9
Esist
> &2
\% 92 _v
Q
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und nach Voraussetzung

<u
I
o

Q.
Damit vereinfacht sich die Gleichung zu:
T=0x7
Dies entspricht einer Drehung und Translation im rechtenk@li also einer Drehung um eine

verschobene Achse.

6.2 Tragheitstensor

Fur die kinetische Energie gilt:

Verwende:
52 = <‘7+ﬁxﬂ>2:172+217(ﬁxﬁ)+<ﬁxﬁ)2
:172+217<Qxﬁ)+<52:2—<ﬁ ﬁ)2> :172+27<17><Q)+<§22ﬁ2—(ﬁ ﬁ)2>

Damit wird die kinetische Energie zu:
Py S (71 ) Sy S (7~ (357 )

Dabei ist

falls O der Schwerpunkt ist.

Benutze als Notation:

—

Ty = (xlla 56%, $é)
Definiere den Tragheitstensor:

L= m; (770 — ala})  furjk=1,2,3
)

Dann kann der zweite Term vdh geschrieben werden als
1 1 - —
5 > Ly = §QTIQ

g,k

Dabei ist/ ein Tensor.

Definiere zur Abkirzung:

1= Zmz Konmyum o= /d37:»p(77)

2
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Damit ergibt sich der Ausdruck zu:
V2 1o
T=—u+-0T10
2 Ty

In der Kontinuumsmechanik wird der Tragheitstensor slich zu
Ijk = /dBFp(F) (fQ(S]k — I'j.%'k)

Das korperfeste System liege im Schwerpunkt.

I;;, ist reell und symmetrisch und damit diagonalisierbar.

Dies entspricht einer Drehung des korperfesten Systems.

Die neuen Achsen sind die Tragheitsachsen, Eigenwerded&nTragheitsmoments, I, I3.

1
Trot = 5
Im Allgemeinen istl; # I, # I3, dies entspricht einem unsymmetrischen Kreisel.

(107 + 1,03 + 1303)

FallsI; = I gilt, so erhalt man einen symmetrischen Kreisel.
FallsI; = I, = I3 gilt, so erhalt man einen Kugelkreisel. Dieser entsprict der Form her

nicht zwingend einer Kugel; er besitzt nur keine ausgersitthDrehachse.
Falls alle Massenpunkte auf einer Geraden liegen, also winn
r1=x2=0, 2z3#0
dann ist:
L=L=Y mh)°’ =0
=1
Diese Form entspricht einem Rotator, allso beispielsweis elantel oder einem zweiatomigen

Molekil.

Es gelten
L+1,> 13

und durch zyklische Vertauschung daraus resultierendieltiegen.

Falls allem; in der (z1, z2)-Ebene liegen, also fallsf;, =0, soist

L+1=13

6.3 Satz von Steiner

Es soII[J’-k bezuglichO" berechnet werden. Dabei betrachten wir ein um den Vektom Schwer-

punkt aus verschobenes Koordinatensystem. Die Versatjesei
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Dann gilt fir den Tragheitstensor im neuen System:

Ij/»k = Ijk +un (C_LQ(;jk — ajak)

6.4 Drehimpuls

Der Drehimpuls ist
L=Fxp
Der Schwerpunkt des starren Korpers@eilso ist
Z m;7; =0
=1

wobeir; beziglich des Systems K gewahlt sei.

L = Eigendrehimpuls
L= mifix5) = > misi x (Gx7) + 3 mi (7 x V) = Y mi (720 -7 (76) )
Die Igzlte Gleichheit follgtl, d& der Schwerpunigldes starren Kbrple:rls ist.
Lj= leka oder L=1I0
Wenn zu einem Zeitpunkt das Koo];Zilnatensystem in RichtiergHhuptachsen zeigt, dann gilt
L1 =161, Lo=19, L3=1303

Die Richtungen vorf, und$ sind im Allgemeinen verschieden ufiblist im Allgemeinen nicht
konstant.
Bei einer kraftefreien Bewegung itkonstant.

Betrachte beispielsweise den Kugelkreisel:

L=1IG = Lo QO const
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6.5 Symmetrischer kiaftefreier Kreisel

von x3 und L
aufgespannte Ebene

-

o)

Q liegt in dieser Ebene

Wahlez; in <E,x3)-Ebene. Es sei; orthogonal dazu.
Zu diesem Zeitpunkt geltés =0 = Q9 =0
Es gilt:

Ly =L, Le=151Q, L;=I130;
L, §, & liegen immer in einer Ebene, die im Laufe der Zeit aber variie
Allgemein gilt:

0= QX7

fur jeden Punkt des Kreisels.
Punkte auf der Symmetrie-Achse liegen in der Ebene, dielvand &; aufgespannt wird.

= U 1 Ebene

Geschindigkeit der Punkte auf der Symmetrie-Achse haeth'esRichtungﬁ x €3 und ist
proportional zum Abstand vof.

= Achse rotiert unZ und < (E, 63) bleibt erhalten; es handelt sich um regulare Prazession.
Zusatzlich gibt es eine Rotation um dig-Achse.

Rotationsgeschwindigkeit uas:

1393 == L3 = |E| cos ©
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L
Q3 = %cos@

Prazessionsgeschwindigkeit:

Zerlegeﬁ in einen Anteil langs’; und in einen Anteil Iéngsf,.

L Q

Andererseits giliL; = |L|sin ©

6.6 Bewegungsgleichungen des starrendfpers

6.6.1 \Vorbereitung

Das Drehmoment ist gegeben durch

L=M (%)

=

mit
W= (7% )
i—1
wobei f; die am Ort; wirkende Kraft ist.

L und M sind bezuglich des Schwerpuni§sefiniert, in dessen Ruhesystem wir uns

befinden.
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Ferner gilt

Bei einer Verschiebung umgilt:

Falls F' = 0, so ergibt sich:

6.6.2 Eulersche Gleichungen

cd o . : o L=
Sei EA die zeitlicheAnderung eines Vektors im Laborsystem. Wefitn einem mit(2 rotie-

rendem System konstant bleibt, dann gilt
d - = -
—A=0Qx A
dt 8

Lo . . d - .
Wenn sichA au3erdem im rotierenden System @gtA andert, dann gilt

d - d - =~ =
In Gleichung(x) eingesetzt:

d- = - =

—L+QxL=M

TR

d . . :
wobei EL die Anderung im korperfesten, rotierenden System K beschreib

Drucke alle Komponenten i -System aus, d.h.
d - d

—L| =—L

<dt >1 e
d - d

—L| =—L

<dt >2 ™

d - d
L) ==L
<dt >3 e’

und
11y
L=| 5o
1503
0, L, (I3 — 1)
=0OxL=| Q | x| L | =] (I - 15)005
Q3 1503 (I — 1)

Damit ergeben sich die Eulerschen Gleichungen:
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L+ (I3 — 1) Q203 = M,
L + (I — 13) Q30 = My
1393 —+ (IQ — Il) 9192 = M3

Fur M = 0 haben wir den symmetrischen Kreisel.

Die Eulergleichungen ergeben sich zu:

. I3 — 1

Q + 3 2929320
I

. I — I

Qg + ! 39391 =0
I

. Ih—1

Qs + 2 19192:0

Wir finden wieder die Prazession, aber véfrSystem her betrachtet.
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