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Kapitel 1

Variationsprinzipien

1.1 Einfache Beispiele

Bestimme Bewegung oder Gestalt eines Systems so, dass ein Integral minimiert wird.
Bsp: Finde den schnellsten Weg von einem Punkt auf dem Land zu einem Punkt auf dem
Wasser (Bewegungsgeschwindigkeit im Wasser ist niedriger) — Weg hat einen Knick an

der Kiiste

Land (v;) Wasser (v5)

X1 X3

Abbildung 1.1: Weg iiber Land und durch Wasser

x2 2 1'2 2 .
Laufzeit T = (\/ nyl + Vv 52+y2 ), wobei y; + yo = y fest, ebenso xq, x5 fest.

0 = 0y — dy1 + dyz Suche den Weg, fiir den T minimal wird.

/22 1.2 /72 1 .2
0:5T:<i m1+yl'5y1+ $2+?/2)

Extremum:

d
dy, U1 dys Vg
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hn 1 Yo 1

0 — P Rp— 6y1
Vattyi v yaj+ys v
in(0 in(0)
sin(01 sim(b2

Siﬂ(el) sin(92)

(%1 V2

1.1.1 v hange kontinuierlich von x ab

y A
B(Xg, Yg)
y(x)
A Xs X
Xa=Ya=0

Abbildung 1.2: Bahnkurve von A nach B

Bahnkurve y(x) mit y(0) = 0,y(zp) = yp
Laufzeit von A nach B :

Wegstiick Liange ds = \/dz? + dy? = /1 + (%)de

Allgemeiner berechnet sich das Wegstiick in den Koordinaten k; als

or

ds = -
o Ok,

dk;

Somit ergibt sich fiir den Betrag :

2

(dk;)?

oF
ds = |d3| = Z‘%
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B B /2
dT = s T:de:fdx<V“y )
A T

v(z)’ v(z)
Ty] : Funktional .

Suche Minimum : lokal vs global

7y = [ do (—V”y)

1.1.2 Verallgemeinert

Geschwindigkeit hangt ab von x,y und von der Richtung
(dT)? = foulz,y)(d2)* + foy(z,y)drdy + fya(z,y)dydz + fy, (2, y)(dy)? = 3 fij(:)dzida;
(fi; ist Metrik) v
Bahnkurve z;(s) mit Bahnparameter s
7= J T (ol R)
irj

Bahn mit kiirzester Laufzeit : Geodate zu Metrik f;;

1.1.3 Brachystochrone

Auf welcher Bahn gleitet (ohne Reibung) ein Massenpunkt in kiirzester Zeit von A nach B

YA
(x8.¥s=y (%))
A ‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘ . X
XA=yA= 0 ______________________

Abbildung 1.3: Gleitbahn ohne Reibung von A nach B

Geschwindigkeit ’”2”2 +U(y) =0

pot. Energie U(y) = mgy — v =+/—2gy
Weglinge ds® = dz? + dy? = dz*(1 + y?)
dT = %
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1.2 Euler Gleichung

Y A

X
Abbildung 1.4: Bahnkurve von A nach B mit kleiner Anderung

Bahnkurve y(z) kleine Anderung dy(z)
Funktional J(y) = [ dzf(y,y', z)

1
Forderungen suche y(z), so dass J(y) extremal wird. = J &ndert sich nicht, wenn man

y(x) durch y(z) + dy(x) ersetzt.
Randpunkte bleiben fest : dy(z1) = dy(x2) =0

T+ 69) = [ duf (u(x) + 60(@)), (0 (2) + 09/ (@) 2) = [ (f + 2 oy + 2 o)
57 = Jy+0u)—J(w) = [ du (L foy+ 2of - oy) = [ (2 1oy — &2 oy) + Loy

0=0J = [ (% - £2) sy

Definition

FEuler-Gleichung
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DGL 2ten Grades fiir y(x)
analog :

Mehrere Funktionen von z : y;(z)

T = [def(n, e w0, W 1))

0J(y;) =0

f—Tlof dofl.
/Z {8% - @3%} =0

Jedes dy; kann unabhéngig variiert werden. Daraus ergibt sich :

of _dof _

dy;  dx dy; a

via partielle Integration

Was wieder eine DGL 2ten Grades ist.

1.3 Losungsstrategien unter speziellen Annahmen fiir

F(y,y’x)
(a) Keine y-Abhingigkeit <
or
— =0
dy
Euler - Gleichung :
doF_oF _
de oy Oy
Durch Integrieren ergibt sich :
oF ;
— = cons
oy’

Auflosen der Gleichung nach 3 liefert eine DGL erster Ordnung,.
Beispiel: Weg von A(za,y4) nach B(zp,yp) mit der Geschwindigkeit héngt nur ab

von x und nicht von y

B / /2
T:/da: —1+y
v(z)

F(y,y'x)
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dz 0y’ dx W v(z) 1+y2 v(x)
v2(z)c?
/
y'(z) = T2 tan 0
1 (V2C2)1/2
©

(1_V2C2)1/2

Abbildung 1.5: Steigungsdreieck fiir y
YA
B

A X

Abbildung 1.6: Bahnkurve mit Steigungsdreieck

B B
v2(x)c?
y(a:):/dxy’:/dx\/ 22 T
TA TA

(b) F hangt nicht explizit ab von x

Zeige, dass
d |0F , oF
— |=y - F
dx {0y’y ]

Beweis:
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Verwende %g—; = %y
_ _9F
> = —%
also, falls g—i =0
oFr
—y —F=c
oy’

Auflosen nach 3y’ ergibt eine DGL erste Ordnung.

Beispiel : Brachistochrone :

1 /2
Fly,y) = Yo = 1=A(=29)y(1 +y?)

_ 1 4] 2
dz = [62(*29)31 1] dy
Ansatz :

y = —a(l — cos(1))

x = a(r —sin(7))
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Kapitel 2

Euler-Lagrange-Gleichungen und

Hamiltonsches Prinzip

2.1 Koordinatenwahl

Es seien 7,...,7, kartesische Koordinaten von N Massenpunkten. Es gelten ferner k
Zwangsbedingungen

fl(’l?l,...,’l?n,t) - 0

fr(T1, oo Thyt) = 0
Beispiel:

Zwei Teilchen 7,7 und |7} — 75| = d sei fest (Erste Zwangsbedingung)
Dann hat das System 3N — k Freiheitsgrade. Die 3N — k Zahlen, die die Lage im System

festlegen, heifsen generalisierte Koordinaten

T =7(q1s - @3Nk 1)

—

N = 7n(q, - - @3N—k, 1)

Beispiele: Doppelpendel in einer Ebene

13
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m;

&,

Abbildung 2.1: Doppelpendel

m;

2.2 FEuler-Lagrange Gleichung

eine Koordinate ¢

Wirkung

to

S = 5lg = / £(q.4.1) dt

t1
L fallt vom Himmel, £ als Funktion von ¢, ¢ und ¢
Forderung : Suche ¢(t), so dass S|q] extremal (minimal) wird. ¢(¢;) und ¢(¢2) liegen fest

/ wt

to
_ _ oLs _ dOLs,
dSlgl =0 = O—t{dt<8q§q 5q>

raht

dt 8q
Fo(oc _ doc oL s |t
1

Da %5(1‘2 = 0 folgt

Definition
Verallgemeinerung der Kraft

9L doL _
dqg dtdq




2.3. ERHALTUNGSSATZE

Fiir n verallgemeinete Koordinaten hat man £((qi,...,¢u), (¢1,---,¢n),t) und somit

to

ﬂ@:/ﬁm

t1
Variation der unabhéngigen ¢; = n DGL :

oc _doL
dqi  dtogq

2.3 FErhaltungssatze

2.3.1 Definition

Zyklische Variablen (Vgl 1.5.a)

Falls £ unabhingig ist von einer verallgemeinerter Koordinaten ¢; , d.h. 2% = 0,

dq;
dann nennt man q; zyklisch. g—; = = %g—; =0
Also 0
— = zeitliche Konstante
04

Suche nach zyklischer Variable durch geeignete Koordinatentransformation

2.3.2 Energieerhaltung (Vgl 1.3.b)

. d |oc, _(doc\ oL AL | OL~ | OL) _ _ oL
Betrachte : [a—qq — £] = (Ea_q) q+ 50— (a—qq + 50+ E) = -5
Bei mehreren Koordinaten:

d [oc, o
dt

a_q'i% - = _E

Falls %—‘f =0 = [g—é:,q'i — E} = gzeitkliche Konstante = F

i L —F
EPk £
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Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung.
Auflésung nach ¢ und Trennung der Variablen ergibt ein gewohnliches Integral
Test: falls £ = sm¢* — U(q) = % — L =3m¢*+U(q)

2.3.3 Beispiele

(a) kinetische Energie T eines freien Teilchens

(1) kartesische Koordinaten 17" = %552 = 2(i* 4+ 9 4 2?)

p COS @
(2) Zylinderkoordinaten = | psin ¢
z
pCos ¢ — pésingb
P = psin¢+p¢cos¢
Z
T =500+ p*0" + )
(3) Kugelkoordinaten 7' = %(7% 4 262 + 12 sin? 0¢?)

(b) Zwangsbedingungen (ohne Potential)
DaU=0 = L=T

(1) Bewegungen auf Zylinder und p = const — p=0

L=T= (¢ + 2%

Es gibt also zwei zyklische Koordinaten (z und ¢).

imp%z = 0. Daraus ergibt sich die Erhaltung des Drehimpulses

d

Zmz =0 = FErhaltung der z—Komponente des Tmpulses

d} = const
Schraubenbewegung
z = const

(2) Bewegung auf Kugeloberfliche 7 =0

¢ ist zyklisch, jt?f £ (mr?sin®(0 )o)
=L,

mr? sin?(0)¢ = const



17
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Bewegungsgleichung fiir 6
4 (mr26%) — mr?sin 6 cos 0> = 0
ergibt sich eine Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir 6

at\""
Mit (’b - mr2§i:12(0)
oder wegen % = 0 ergibt sich hier %T =0

mr?(6? + sin?(0)¢?) = E

é einsetzen und nach 6 auflésen
(3) Kegelmantel

0 = 6y = const

(c) Bewegung mit Zwangsbedingung und Potential U speziell U = mgz

Ansatz
L=T-U
analog zu vorher, aber U(q) wird ausgedriickt durch die passenden Koordinaten

Beispiel: sphérisches Pendel ( Fadenpendel)

U = —mglcosf, hier z = —rcosf

Abbildung 2.2: Fadenpendel

mi? o2,
/J:T(@ +sin 0¢°) + mgl cos ¢
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% =0 — %é + g—ggb — L = zeitliche Konstante F

mi? o a2
7(9 + sin“(0)¢°) — mglcos = E

Da ¢ zyklisch ist : L, = g—g = const

L. = mi*sin®(0)¢
Einsetzen in die obige Gleichung und auflésen nach 6 ergibt

: 2 1 L2
0?=—(E lcost) — -——
ml? ( - mgt cos 2msin2(0))

do

\/# (E + mgl cos 6 — %Wsﬁf (9)>

(d) Bewegung mit zeitabhéngigen Zwangsbedinungen

=dt

Teilchen frei beweglich auf rotierendem Stab T = %(rz + T%Q), ¢ = wt als Zwangsbe-

dingung , r ist verallgemeinterte Koordinate

T = %(7’“2 + r2w?)



Kapitel 3
Symmetrieprinzipien

Lose Probleme ohne zu rechnen

3.1 Mechanische Ahnlichkeit

3.1.1 Allgemeine Betrachtungen

Mutliplikation von £ mit konstanten Faktoren &ndert die Bewegungsgleichung nicht.

Betrachte Potential U, welches eine homogene Funktion der Koordinaten ist, d.h.:

Ulary,...,ar,) = oku(Fl,...,f’n)

zB:U= ), —T:JT;G‘ == k=-1
it
oder U =3~ k(7 — 7)? = k=2
irj
Betrachte Transformation : 7; — 77 = arj,t = t* = 5t
deshalb )
dr  dr* dr
RN N L
dt " dt~ pdt g

kinetische Energie

Potentielle Energie : U — U* = ofU

2 )
Waihle 3 passend, so dass (%) =aF  also B = al=3
Unter der Transformation 7; — 7 = ar; und t — t* = a5t erhilt £ den Faktor o und

die Bewegungsgleichungen fiir 7, ¢* ist identisch zu denen fiir 7, ¢

= Wenn 7;(t) eine Losung der Bewegungsgleichung ist, dann auch Ozf(al’gt)

19
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Im Skalenverhaltnis fir [* : | = « sind dhnliche Bahnen erlaubt.Die Laufzeiten zwischen

entsprechenden Bahnpunkten verhalten sich wie

#* F\1E
-2

3.1.2 Virialsatz

Zusammenhang zwischen zeitlichem Mittel von kinetischer Energie und potentieller Ener-
gie.
Betrachte Teilchen ohne Zwangsbedingung in kartesischen Koordinaten.
Definiere: G = > p;7;
Es gilt : '
L6 = LLEDBE L D I

———
T

Definiere den zeitlichen Mittelwert einer Grofke F(t)

T

(F() = tim = [ dtF()

T—00 T

Speziell:

Annahme: Es sei

(a) entweder die Bewegung periodisch, dann wihlen wir 7 entsprechend der Wiederkehr-
zeit. G(0) = G(1) =G(21) = ...

(b) oder es sind |p;| und |7;| beschrénkt, dann ist auch G(t) beschrankt

In beiden Fillen gilt dann (£G(t)) = lim (G(1) — G(0)) =0 = (2T + Y. Ei) =0
T—00 i
Annahme: F; sei aus dem Potential U (71,...,7,) gewonnen , also F,=—-V,U
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Eulersches Theorem

Annahme : U sei homogene Funktion vom Grad k

Somit gilt fiir homogene U

Beispiele:
(a) k= —1 = Galaxienhaufen

(b) k=2 = Harmonischer Oszillator

3.2 Symmetrien <= FErhaltungssatze

3.2.1 Motivation

: oL __
Energieerhaltung vs Zz = 0

L ist invariant unter t = ¢ =t + ¢

3.2.2 Zyklische Koordinate

% =0 = g—g ist erhalten
Frage : Kann der Zusammenhang zwischen Erhaltungsgrofe und Invarianz ohne Bezug auf

Koordinatensystem formuliert werden?

3.2.3 Noethertheorem

Invarianz von S[g] : ¢; sei Losung der Euler-Lagrange-Gleichung

Es gebe eine Transformation :

(%) C]E*:CIHFS%U@(%’.%J)
/ t* =t +ep(gs, 4j, 1)
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Wobel ¢ infinitesimal klein sei.

Vergleiche S[¢;(t)] (Randwerte t1,t5)

KAPITEL 3. SYMMETRIEPRINZIPIEN

und S[q(t*)] (Randwerte ¢}, t3)

Satz
Noethertheorem
Sei S|qi(t)] = S[g; (t*)] mit

q;
t

|

eine Erhaltungsgroffe Q@ mat

>%

Dann nennen wir S invariant unter T'. Es liegt eine Symmetrie vor = Es gibt

Q: =4q; + 5%(%%’%)
t* =t +ep(g),4;,t)

( )

Q(ai, di t) :;(g(f > ( (9 )
und ;
a? ="
Beispiele
(a) Zeitinvarianz — p=0,p=1
Q=L-3 ge 7
Laut Eulertheorem ist gfﬁ = g? _; =2T

i=1

Somit ist Q =T — U — 2T =

%E = (0 = Energieerhaltung
(b) L(gi,d;,t) sei unabhéngig von g;.
Wiéhle ¢ = ;5,0 =0 = Q =

(c) Zwei Variablen g, ¢, und £ sei von der Form £ =

(T + U), also ist nacht Noethertheorem 4 (7 + U) =

BE

M@+ q) - Ul +q2)
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qx q; =(q; + Eqy wm =y
Transformation q | — q; =q—c. | = |[v,=—a
t t* =0 =0

Also Q = m(4.qy — ¢yqz) = L,. Somit folgt Drehimpulserhaltung in z Richtung

3.2.4 Beweis des Noethertheorems

i r= i eY;\4g;, ] ‘at
Slq| ist invariant unter T : W) (5T ey 'q] )
t t* =t +ep(qj, 45, t)

Slq] = S[g*] mit den Randwerten ¢, t5

&3
. da*
Beweis: [ dt*L(q*, 55, 1) fdtﬁ q, <2 dt’ t)
121
Fur die linke Seite mit Varlablentrasformatlon t* als Funktion von ¢

fdt(dt* ¢ t) S fdt( ¢ 1)) + e (G L0 G 1))

— fdt (dt*ﬁ(q*’ Zg*’t*» |a:0 =0

Fitralle 0.0 = £ (%00, 21) [ _, =0

Umformung von (“liﬁ(q*7 Z?* %)),

Verwende dazu

dt* dy
I 1 _r
ot T
dqg* dq*ﬁ
dt*  dt dt*
dq dvp dy
(dt * E) (1 %)
= ¢+ — gp)

dpy L d
Hierbei wurde getaylort, -2 a4 — (1 + Ed—f) =1-eZ+0(?)

Setze die Transformationen in % (ddizﬁ(q T t*)) | _o = 0 ein.

23
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= ( (9 + ¢, q+e<w—q¢>,t+eso)<1+esb)) |z
L . oL
(—¢+— —q¢) + atsoJrEw)
d oL ~ oL . : oL
(o) oo (Core)er G e
<~
nach 2.2.2 %(ﬂ—%é()
d oL d oL .
= E(a—qﬂ)) +o ((5 - 8—QQ)<P)
Also ist Q(q, q,t) = g—gw + (L’, - g—gq') p = const

Mehrere Koordinaten
oL oL .
Q= E@ _(9% )i + (ﬁ — E@ _&ji C]z’) 2

Jede konstante Symmetrietransformation liefert eine Erhaltungsgrofe.



Kapitel 4

Schwingungen eines Systems bei kleinen

Auslenkungen

4.1 Eigenfrequenzen und Eigenmoden

Sei .
L= 2 Z ajrd;idr — U(q:)
J.k
Annahme: U besitze ein Minimum bei ¢; = ¢ (Wobei 0 hier den Index angibt, i die
Komponente)

Taylor-Entwicklung um Minimum

1 d d

0
(¢ —q)+= _—
ai= o (6 — @) 2 m dq; dgy,

-~

=0

dU (q;)
U(qZ - U qz +Z

Irrelevant N

U(a3)]y,—po - (45 — €5 (@ — ai)

J/

Betrachte nun kleine Auslenkungen : ¢;, i ist bereits quadratisch
— a;x(q;) = ak(¢f) = const
Es sei 2, = ¢ — ¢7, & = G

Definiere

ai(q;) = M

K.

a=q) 7

d . d
dq; dqy

k

25
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E = Zk %Mjkxjxk — Zk %Kjkl'jxk = %ZETMJI — %Z‘TKZL’
D> D>
Also gilt fiir weitere Betrachtungen

1 1
L=—-i"Mi— -2"Kx
2 2

M und K konnen symmetrisch gewahlt werden
rxeC' M e Cm

Bewegungsgleichung 4 25 — 2£ —

dt 0x; 8_% -

Es gilt : B%L- <%2Kjkl’j$k = > Kijz;
4.k J

d
% Z Miji‘j + ZKZ']'ZE]' =0
J J

Somit ergibt sich

Mz + Kz =0

System linearer DGL mit konstanten Koeffizienten.
Ansatz z(t) = Ape™t, A e C"

Eingesetzt :

—w*M - A+ KA =0 oder

(K —w’M)A =0

In Komponenten

> (Ky = w’My)A; =0

J

(4.1)

(4.2)

Damit diese Gleichung eine nicht-triviale Losung hat, muss K — w?M singulir sein, also

det(K —w?M) =0
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det(K — w?M) ist ein Polynom n—ten Grades in w?> = n Nullstellen
Beachte: Eigenwerte von K und M sind positiv definiert, da

2" Kz > 0 fiir || > 0 ( Minimum bei x=0 )

#" Mg > 0 fiir |#] > 0 ( kinetische Energie positiv)

Losung der DGL
Iz<t> = %(Aie_i“’t)

mit w = vw?und A; komplex. Aus physikalischen Prinzipien muss w? positiv sein, sonst
gibt es exponentiell wachsende Losungen.

Mathematischer Beweis :

KA =wM nach (4.1)
ATKA=w?ATMA
, ATKA

YT ATNA

Wobei Zihler und Nenner jeweils positiv sind.

Wegen R ((a; + ib;)e™™) = a; cos(wt) F b;sin(wt) geniigt es, w > 0 und nur e~ zu
betrachten

det(K — w?M) = 0 hat n Losungen (Eigenwerte) , w?, k=1,...,n

Eventuell fallen r zusammen. Dann hat das zu w} gehérige Gleichungssystem

J

den Rang n — r. Es kénnen » Komponenten von A®) frei gewiihlt werden == r verschie-
dene Losungen (Linear unabhéngige Losungen) zu wy,.

Aék) bezeichnet hier allerdings nicht die k—te Ableitung des Vektors, sondern der zu w?
dazugehorige Vektor A

Die allgemeinste Losung ist eine Kombination der Fundamentalschwingunen (Einzellosun-
gen)

Im Fall w? = 0 ersetzen wird cye™** durch ay + byt
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4.2 Normalkoordinaten

Ubergang zu neuen Koordinaten, die den Eigenmoden entsprechen (analog zu Diagonali-
sierung einer hermiteschen Matrix. Hier wegen M und K # 1 etwas komplizierter)
Es gilt

(K —w?M)A® =0 —= ADT(K — w2M)A® = 0 fiir beliebige k, (4.3)

Ebenso (K — w?M)A® = 0 transponiert : AT (KT — w2MT) =0
Aufgrund der Symmetrie ist K7 = K, MT = M

AOT(K — W2M)A® =0 (4.4)

Betrachte nun (4.4) — (4.3) (w? — W) ADT M AR =
Fiir k # [ gelte w? # w?. Also
ADT AR =

Fiir k = [ wihle die Normierung von A® so, dass A®TMAK =1 — AOT )M Also

ADTAA®) = 5,

Falls M =1 = Eigenvektoren von K bilden ein Orthonormalsystem.

Definiere die Matrix
a = (a;) = (AD]APD| .. |AM)
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Wobei a’ Ma =1
Wegen AT (K — w2 M)A® = 0 gilt AOTKA® = w25, oder

w0 0
a’Ka=| 0 0| =w?
0 0w

Die Ersetzung x = a(@) fiihrt auf ein System von entkoppelten harmonisch Oszillierenden Q);

1 1
I PV N P
=35 aleaQ—EQ a Ka@

(@?)

Lope s 1o o
=-Q'1Q — Q" (W)Q

2 2

1

1.
= Z 5@% - QWI%Q%
k

4.3 Anharmonische Schwingungen

Bisher : kleine Auslenkungen um die Ruhelage, woraus sich ergeben haben
e lineare Bewegungsgleichungen
e Frequenz unabhéngig von der Stirke der Auslenkung.

Frage: Was passiert bei Beriicksichtigung hoherer Terme in der Taylor-Entwicklung? Es
ergeben sich Nicht-Linearitéten und Anharmonizitaten. (Nichtlineare Medien ergeben Ein-

mischungen von Oberschwingungen,z.B.: Optik - Frequenzverdopplung) Ansatz ist dann

1

1
L= 5 lzk: (mzkl’zxk - klkl',xk) + 5 %:l (nikl:tz-:fckxl) — g %:l (liklxil'kl‘l)

Verboten sind hierbei jedoch 4% und #! , da die Geschwindigkeit nie linear auftaucht wegen
T = fue(;) Tty
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4.3.1 Betrachtung der Quadratischen Terme

Ubergang zur Normalkoordinaten durch lineare Transofrmation : z; = lineare Funktion

von Q.

L= %; (Qi — wi@i) + % Z (AiijinQk) - %Z (hijeQiQ; Q)

1,5,k 1,5,k

d oL oL

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus 3> 0.~ 90,

= 0, woraus sich hier ergibt

Qr + wiQr = f (Q, @Q)

Wobei fj von allen () abhéngen kann. Frage: Wie lautet f; ausgedriickt durch A, p 7
d oL d { - )
Qo0  dt (Qk + hgj hkahQ])

=Qr+ Y iy (Qh@j + Qh%)
hj

N J/
-~

T

o
0Qy

fr harmonische Funktion zweiten Grades in @), Q. Q]

Storungstheorie

Die Summenterme, also mit f, sind klein gegeniiber w?Qy. Alternative Losung
Qi = 21)4_@,(3)—#@;3)—1—...

(a) Bestimmte Q,(gl) aus
Q) +wiay) =0

(b) ,(61) in f eingesetzt liefert eine Gleichung fiir Q,(f) mit

QY << QW] Vk,p
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Es ergibt sich Q,(:) = ay cos(wit + ag). ,E}) + Q,(f) wird in Qp + wiQy = fk(Q,Q,Q)
eingesetzt. Auf der linken Seite fallt Q,(cl) heraus, es bleibt Q,(f) + ka,(f) = .... Auf der
rechten Seite setzen wir fiir (); die Naherung le) ein. Dies ist quadratisch in Q, Q, Q) und
ist gegeben durch

(@D, QW, Q%)
fr enthélt Produkte vom Typ
QMW = 4ya; cos(wit + ;) cos(wjt + )
i id; i i j j
1
= aia;; (cos ((wit + ;) + (wjtaj)) + cos ((wit + a;) — (wjt + a;)))
und dhnlich fiir QQ, Q?, . ..

Betrachten wir nun die Zweite Ordnung

Q,(f) + w,zQ,(f) = Z a;a;j (cos ((wit + a;) + (wjta)) + cos ((wit + o) — (wjt + ;)))
i,
Gleichung wie mit einer dufseren periodischen Kraft, die mit einer Kombinationsfrequenz

2w
w; £ w; , wirkt, darunter auch wy, £ wy, = ( 0k> — Frequenzverdopplung.

Bei der dritten Niherung Q) gibt es bei den Winkelfunktionen der Form
a;ajay cos ((w; £wj £ wp)t + o £ oy £ ay)
und speziell fiir i = j = k auch Terme der Form
a; cos(wit + ag)
Die Differentialgleichung ist dann von der Form

Ql(cg) + w2Q® = @} cos(wit + ay)

und fithrt zu Losungen mit zeitlich wachsender Amplitude mit

3

Q,(:’) = ;—ijt sin(wytay)
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Dies ist jedoch nicht physikalisch akzeptabel! Es wiirde einen Widerspruch zur Energieer-

haltung geben. Wir miissen die Frequenz korrigieren. Der lineare Term riihrt hier von

oS ((w,ﬁo) + Awk)t) A cos(w,ﬁo)t) — tAwy sin(w,ﬁo)t)

J/

~
urspriingliche Grundfunktion,<1

Dies ist jedoch linear in ¢ und kann deswegen nur fiir kleine Zeiten gelten. Durch Isolierung

der in t—linearen Terme gewinnt man die Frequenzverschiebung. Beispiel: Ein Freiheits-

grad, Rechnung bis zur dritten Ordnung.

2
L= %f — (%ag + %ax?’ + %Bm4> (4.5)
::?/r(x)
Die Bewegungsgleichung ist dann
i+ wir = —az? — pa?

und |wiz| >> |az?| >> |B2?|. Als Ansatz wihle

v =aW +2@ 420 4
W = q cos(wt)

w = wy +w® + w®

2)

w®, w® soll so bestimmt werden, dass kein Resonanzterm auftaucht. Umformung von

(4.5) so, dass die linke Seite immer Null wird.

2 2
w—gi’ + wor = —ax® — Bz’ — ( - ﬂ) i (4.6)
w w

Als Ansatz wahle

z =M 2@

w = wy + w®
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Einsetzen in (4.6) liefert, dass die linke Seite verschwindet fiir # = 2. Auf der rechten

Seite nur (M) einsetzen, aufgrund kleiner Auslenkungen von x(®). Weiterhin kann der 2°

Term aufgrund vergleichsweiser kleiner Werte vernachléssigt werden. Also

Wg -(2) 2..(2) 2 2 W% 2
i + wyzr'? = —aa® cos®(wt) — | 1 — 2 (—a)w* cos(wt)

1
= —aa2§ (1 — cos(2wt)) + a(w? — w?) cos(wt)

1
= —aa2§ (1 — cos(2wt)) + (2wp + wM)w cos(wt)

J

TV
Dies wire jedoch ein Resonanzterm

Daraus ergibt sich, da kein Resonanzterm exisitieren darf
w® =0

. Dies bedeutet keine Frequenzveranderung. In der zweiten Néaherung ergibt sich : Bestimme

2@ (t) aus

OéCL2

Die Losung ist bereits aus Theo A bekannt, es ist eine Verschiebung um —£% und um eine
0

harmonische Frequenz 2w

2 2
) aa®  aa

= + —— cos(2wt)  (4.8)

( -
‘ 2w 6w

Die dritte Naherung

z=aW+2® 420

w = wy +w?
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Betrachte die Gleichung (4.6), wobei nur die Terme der dritten Ordnung betrachtet werden
z.B.:

(@ + 2@ 4 2®)2 = (z1)2 Zweite Ordnung

= 2¢Wz? dritte Ordnung
= (z@)? vierte Ordnung
Damit folgt
i 4+ w22® = —202Wz® — B(zM)3 + 2w@ 2

Setze (M und x® aus (4.8) rechts ein . Verwende Theoreme fiir Produkte von Sinus und

Cosinus.

coswt - cos 2wt =

cos® wt =
Nach Rechnung erhélt man
2 5 2.2 3
i3 4 wz® = ¢? {g — 6?78} cos(3wt) + a {2w0w(2) + éawog — ZGQﬂ cos(wt)

N

TV
Muss 0 sein aufgrund von Resonanzschwingungen

Daraus folgt

2
L2 _ (38 507 ,
8W0 12w8’

Daraus ergibt sich fiir die Stérung von z

7 o ( o’ - é) cos(3wt)

T 16w2 \ 32 2
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Beispiel Als Beispiel wiahle ein Fadenpendel mit Auslenkwinkel 6 , Lange [ und Masse
des Pendelkorpers m.
L= %Fé? —V(0)
E= %Fé? +V(6)
V(6) = —mgl cos(0)

1. Methode E = const,§* = E_—‘l/z(e)
ml? db
2 JE-V(0)

=dt

Wiéhle 6, ( eine mogliche Auslenkung) so, dass V(6y) = E

le do

mgl cos By — cos )

/ _T
V2( COS@—COSGO 4

Wobei T' die Umlaufdauer angibt mit 7' = @ Dies ist ein elliptisches Integral, mit

=dt

Bronstein u.a. zu 16sen.

Néherung ist hier dann

2 4
0036—1—%—3—4
\/> df
+ (04— 08 &

Fiihrende Ordnung

™

/° do _/ du
NGRS
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Damit gilt fiir die fiihrende Ordnung

Korrektur :
1
T / du
Wo— =
4 ; \/1—u2+9§(u4—1)~%
Verwende . 5
~1+ - fiir kleine &
1—-6 2
1
T / du 631+ u?
wp— = | —— |1+ —
i) vice| T
0
7T+0(2)37T
2 2422
wel —m 9(2]
20 _ (1.0
4 2( + 16

Woraus sich ergibt

2. Methode

Daraus ergibt sich

3 02 [ 1 1
Co@ =20 _Z.2) = —— 02
s T W ( 6%) 16070

Dies ist jedoch genau das Ergebnis aus der Menablathode der Anharmonischen N&-

herung aus der 1. Methode.
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Abbildung 4.1: Fourier-Reihe

37



38KAPITEL 4. SCHWINGUNGEN EINES SYSTEMS BEI KLEINEN AUSLENKUNGEN



Kapitel 5

Hamilton-Formalismus kanonischer

Gleichungen/ Poisson-Klammern

5.1 Struktur der Mechanik

e Hamilton Funktion H (Symmetrie zwischen Koordinaten und Impuls, Quantenme-

chanik Hamilton Operator).

e Poisson-Klammern (In der Quantenmechanik vergleichbar mit der Vertauschungsre-

lation).

e Phasenraum (Satz von Liouville)

5.1.1 Legendre Transformation : von £ zu H

Lagrange Funktion hangt ab von ¢, ¢,t. Euler-Lagrange-Gleichungen lieferen Differential-
gleichungen zweiten Grades.
Ziel: Ubergang zu ¢ und p = ‘g—‘q.: (und t) als unabhéngige Variablen liefern ein System von

Zwei Differentialgleichungen erster Ordnug (bzw 2n DGL fiir n Freiheitsgrade).

Mathematischer Einschub: Legendre Transformation Betrachte f(z,y) — df =
udxr + vdy mit u = 0f = g—g. f spielt die Rolle eines Potentials. Wenn lediglich v und v

o)

gegeben sind, muss gelten

ou  Ov

dy Oz

39
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f,u,v sind Funktionen von z,y. Ziel: Ubergang auf neue Funktion ¢, so dass u = % und

y unabhéngige Variablen sind. Wahle hierzu

g=f—ux (5.1)

g = Legendre-Transformation zu f
dg = df —udr — xdu = udx + vdy — udx — xdu

dg = vdy — xdu (5.2)

v und z sind selbst als Funktion von u und y zu interpretieren. Es gilt weiterhin %(:c, y) =
. . . . 9
u. Die Inversion liefert x =Funktion von y,u. v = %(:U(y, u),y)

Wegen (5.2) gilt
ou dg

ay |u:const =, ou |y:const = —T

Verweis auf Thermodynamik : Energie auf freie Energie (Thermodynamische Potentiale).

5.1.2 Hamilton Funktion

Betrachte or
H=¢—-L

q a4
(bis auf Vorzeichen wie (5.1) Annahme g—g(q, 4,t) = p ist umkehrbar = ¢ =Funktion
von ¢, p,t

H(Q7p7 t) = q(Q7p7 t>p - E(QJ q(Q7p7 t)? t)
oL
dH = ¢dp — pdq — —dt

ot
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Somit folgt

Definition

Kanonische Gleichungen

OH
8_p_q
0H
a—q:—P
OH oL
ot ot

Energieerhaltung Wegen
oL
dH = ¢dp — pdq — —dt
qap — paq ot

: dH __ -d - d oL dt
gilt G =d@ —pg — 5iq- Also
d OH

5.1.3 Poisson Klammern

Es sei f(p,q,t) eine beliebige Funktion der Koordinaten, Impulse und der Zeit. Dann ist

o of  of  of
it~ opP T ot o

Die Hamilton - Gleichungen liefern

& _of

OH\ Of0H Of
dt—ap( )+ p

o) Togap Tt
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Notation

Definition

Poisson-Klammern bei n Freiheitsgraden

z": OH 0f OH Of
— Op Oqr.  Oqi Opy,

{H, [} =

Somit folgt
df of
R hat
ai = I

Falls % =0 und falls {H, f} = 0 ergibt sich

a _

=0
dt

Beispiel: [ = zp, — yp, und H = 5 (p2 + p + p?) + V(2 + 4 + 2?) Fiir beliebige f, g
definieren wir

af o af o
U=y L0 0100

Was erhélt man fir {L,, L,} mit L, = yp, — zp, und L, = xp, — zp, . Es gilt dann

(k=50
{@i,qr} =0
{pispe} =0
{pis ar} = 03

Quantenmechanik : {f, g} = [F,G]

5.1.4 Phasenraum

Wodurch ist der Zustand eines mechanischen Systems vollstdndig beschrieben?

Die Lage eines mechanischen Systems mit N Freiheitsgraden wird durch die N Koordina-
ten g; beschrieben. Allein durch die Angabe der Lage der Teilchen lésst sich die zeitliche
Entwicklung des Systems nicht berechnen, DGL 2. Ordnung, daher 2 Anfangsbedingungen.
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Zur vollstandigen Beschreibung des Zustands des Systems benotigt man die Kenntnis der

Impulse zum Zeitpunkt t,.

Alle moglichen Werte der Koordinaten ¢; und Impulse p; bilden den Phasenraum. Zu jeder

Zeit wird der Zustand eines Systems durch einen Punkt tm Phasenraum beschrieben.

Beispiel: harmonischer Oszillator

der kanonische Impuls p = aa—g =mj = ¢=2=2

mw? , 1p

p_2 2

H(q,p) =pi— L =

Definiere neue Variablen:

2= mwg, 2= Z=p
Kanonische Gleichungen:

Ausgedriickt durch die neuen Variablen

OH OHOz 1 0H d d 1

P2
m_%—i_ 2 4 _QmjL

2
mw? ,

2

1 d

B 0m Op  JmOm At dtmw ' mwdt !
OH _1d
322_wdt21
OH  1d
0z wdtzz

mit 7 = tw folgt
oH d oH d

Oz At " 0z dt
d d

— 29 = azl, 21 = _EZQ

mit der Losung
21(t) = acos(T — )
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25(t) = —asin(T — @)

Anfangswerte zur Zeit t = 0:
2 = Vmwq(0)
die Energie ist erhalten, £ = H, also
1,5 5 a
E =H = —(z] + 2z5) = const. = —
2 2
durch Einsetzen der Anfangsbedingungen
a= /G0 + (B
cos(yp) = 2, sin(p) = Z

Betrachte Bewegung im Phasenraum:

|

N\

N

o
mmmog T

NO

~—

Abbildung 5.1: Bewegung im Phasenraum
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Bewegung im Phasenraum liegt auf einem Kreis.

Verschiedene Energien entsprechen verschiedenen Radien des Kreises, Kreisfrequenz ist fiir
alle Energien dieselbel!

Die Zustédnde mit £} < F < FE5 belegen ein bestimmtes Volumen im Phasenraum entspricht
der Fliache des entsprechenden Kreisringes. Driickt man die Variablen z;, 2z wieder durch

g und p aus, erhalt man im Phasenraum eine Ellipse mit Halbachsen

— 2F
Pma:p = 2Em7 Gmaz =

mw?

Die Flache der Ellipse ist gegeben durch

E

F= TQmazPmaz = 2m—
w

Die Zustande mit Energie Fy < E < E5 besitzen das Volumen

2m
— (B2 = B)

Dimension des Volumens:

Wirkung = Energie - Zeit
= Ort - Impuls

= verallgemeinerter Ort - verallgemeinerter Impuls

Quantenmechanik: Nur ein Zustand in einem Volumenelement der Grofse 2%% existiert.

Harmonischer Osrzillator: Energien quantisiert

1
E:hw(n+§), n €N

Beispiel: ebenes Pendel

12
L= 70" = Ulp) = G + (cos(ip) — mgl

kanonisch konjugierter Impuls: p = g—fb = ’myp
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p2

H = o (cos(p) — 1)lmg

Fiihre wie zuvor neue Variablen ein

g1 = ¢, 22 = P 7w2:g77—:(JJt
ml? {
le dZQ .
= = 29(T), - = —sin(z(7))

1
H = §mglz§ — (cos(z1) — 1)mgl

Energie ist wieder erhalten.

Bahnen im Phasenraum fiir festes ¢

2 = £1/2(e + cos(z1) — 1) (5.3)

Diskutier 5.3 fiir verschiedene Werte von e.

(1) e > 2
e+ cos(z1) — 1> 0Vz
Nullstelle wird nicht erreicht. zo tmmer entweder > 0 oder < 0
Losung periodisch mit Periode 27 symmetrisch um 0
maximal fiir z; =0, 27,...

minimal fiir Z; =, —7,. ..

(21)

21

Abbildung 5.2: Potential
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(2)

STRUKTUR DER MECHANIK

>

22

)
i

Ny

(2) -I—Z;

A

Abbildung 5.3: Phasenraumdiagramm des Pendels

kleine e:

e+4cos(z1) —1>0 = 2z klein
et (1+3)-1>0 = 2252
also zg = +4/2¢ — 2%

= 22 +22=2¢

Kreise im Phasenraum mit Radius 2¢!

Grenzfall € = 2, Kriechfall:
29 = £+/2(cos(z1) + 1)

zo nimmt fir z; = 7 den Wert 0 an.

47

Satz

Satz von Liouville
Gegeben sei ein Ensemble von Zustinden in einem Gebiet des Phasenraums
mit vorgegebenem Volumen V. Bei der zeitlichen Entwicklung bleibt das Vo-

lumen konstant.
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Kapitel 6

Starrer Korper ( Kreisel )

6.1 Kinematik

Bisher lediglich Massenpunkte. Ein ausgedehnter, starrer Kérper K wird interpretiert als

viele Massenpunkte und Zwangsbedingung
Zmi — / p(Z)dV

Wobei p(%) die ortsabhéngige Dichte beschreibt. Eine Beschreibung der Lage von K fiihrt

zu einem Koordinatensystem.
e L. = Laborsystem (ruhend) (XY, Z)

e K = korperfestes System (z,y, z). Der Nullpunkt von K wird héufig im Schwerpunkt
gewihlt.

Im K-System (beztiglich L) festgelegt durch Ursprung von K und die Orientierung der

Achsen von K.

49
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2 Korper

>

]

8y

Abbildung 6.1: Laborsystem

Lage des Korpers ist festgelegt durch 6 Koordinaten

(a) Lage wird offensichtlich bestimmt durch die Lage von 3 Punkten des Korpers Py, Ps, Ps.
Es gilt, dass 3 Punkten 9 Koordinaten entsprechen, jedoch gibt es 3 Zwangsbedingun-
gen (Absténde von Pj, Py, P).

(b) Lage des Schwerpunkts ( = 3 Koordinaten) , 3 Winkel ( Eulerwinkel).
Lage eines beliebigen Punktes P des Korpers

e beziiglich L.
r=(X,Y,2)

e beziiglich K
7= (z,y,z2)

Bewegung
Infinitesimale Verschiebung von P: durch Verschiebung von K beziiglich L. und durch Dre-
hung

df = dR + dp x 7 (6.1)
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dr ist die Anderung im L-System, dR ist die Verschiebung von K, dp ist die Drehumg um

Winkel |d$| um die Drehachse %.
Geschwindigkeit von P, betrachtet in L mit

ar
— =
dt
dp =
-0
dt
dR -
Cr_y
dt
Dann ergibt sich aus (6.1)
T=V+Qx7

Wobei V die Translationsbewegung ist, O die Winkelgeschwindigkeit ist und 7 korperfeste

Koordinaten von P sind.

Wihle ein zweites korperfestes System K’ verschoben gegen K.

—

F=F+d

Geschwindigkeit von K’ gegen L sei ‘72, Winkelgeschwindigkeit sei Q.

fo]]
X
=

I I
<t <u
+ +
Fo)]
X
Q
+
o))
X
el

v

Anderseits per Definition

und

Rotationsgeschwindigkeit eines Korpers ist unabhéngig von der Wahl des Systemsnull-

punkt, aber 1% héngt ab vom Nullpunkt.

l

e 1= x7und V, =0

[
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P

e P sei Urpsrung, 5 = 0, Vo=0xa

Falls V L § zu einem bestimmten Zeitpunkt, also

Also
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Ferner gilt in diesem Fall

fiir alle P, also

QLv
Falls V L Q, dann kann man ein System O’ finden, so dass V, = 0 (zu diesem Zeitpunkt).
Konstruktion Es sei =V + Q x 7. Wihle 7 = 7% + @ mit @ = _(‘I/QX\?)‘
T=V4+Qxi—0x(Vx (2) -
22
S 8.(6. 7 1
— VO xi— ( GG V)) o
€22
= x ()

Also insgesamt

Drehung und Translation des L-System entspricht also einer Drehung um verschobene

Achse.

6.2 Tragheitstensor

Kinetische Energie

Verwende
v = <ﬁ + 0 x F>2
= V242V x %) + (O x 7)?
= V24 2V(Q x 7%) + Q%2 — (O - 7)?
Also

& 7 O - 1 G272 — (6. 7)2

~
0 falls O das Schwerpunktsystem ist
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Notation
I T
T, = (.171,1'2,1‘3)

Definiere Tragheitstensor
L, = Zmi (607 — 2lay) = /p(f)(éijQ —xjz) dV
‘ v
Dann kann der zweite Term von T geschrieben werden als

3
1 1~ -
5 > L0 = 5010

7,k=1

Definiere weiterhin
p=Sm = [ p(rav
: v
Somit gilt insgesamt
L
T=— —QIQ
o M3
Der Tragheitstensor ist definiert im Korperfesten System, welches den Ursprung im Schwer-

punkt hat.

Eigenschaften des Trigheitstensors

e Reell

e Symmetrisch

Daraus folgt, dass der Tragheitstensor diagonalisierbar ist. Dies entspricht einer Drehung
des korperfesten Systems. Die neuen Achsen bezeichnet man als Trigheitsachsen. Die Ei-
genwerte (Iy, I, I3) werden als Trigheitsmomente bezeichnet.

Trot = = (LQ] + LS + 193)

DN | —

Im allgemeinen

(z.b. unsymmetrische Kreisel), falls
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ist dies der symmetrische Kreisel. Falls

L =1,=13

95

bezeichnet man dies auch als Kugelkreisel. Dies muss nicht unbedingt eine Kugel sein,

einfachstes Beispiel ist ein Wiirfel.

Falls alle Massenpunkte auf Geraden sind , 1 = x5 = 0,23 # 0 folgt

Dies nennt man einen Rotator (Beispiel Hantel, 2-Atomiges Molekiil).

Es gilt zyklisch

11:[2:Zmi ($§)2 [3:()

L+1,> 15

Falls alle m; in der (x, z5) Ebene liegen, dann folgt

[1+12:[3

Satz von Steiner

Falls (1) beziiglich Oy berechnet wird mit 7= 15 + d gilt

(I2)jx = L + p (08" — ajay,)

6.3 Drehimpuls

Definiere

Sei

O = Schwerpunkt des starren Korpers

Z m,;T; = 0 7; bezliglich Korperfestem System K

E:Fxﬁ
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L= Eigendrehimpuls

Somit gilt allgemein

il
I
~
ol

Wenn zu einem Zeitpunkt das Koordinatensystem in Richtung der Hauptachsen zeigt, dann
gilt
L1 = ]1Q1 L2 = ]QQQ L3 = 1393

Richtung von L und Q sind im allgemeinem verschieden.

Kraftefreie Bewegung

Dies fiithrt zu

=

L = const

Kugelkreisel
L=I0=a-10 = L o Qconst

Wobei a € R. Im Allgemeinen ist O jedoch nicht konstant
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6.4 Symmetrische Kraftefreie Kreisel

9)

von x3 und L aufgespannte Ebene

Z3

Wiéhle x; in E—xg—Ebene und x5 senkrecht dazu. Ly = 0 zu diesem Zeitpunkt = 25 = 0.
Es gilt
L1 :]191 LQZIQQQZO L3 :IgQg

E, Q, €z, liegen immer in einer Ebene.
Allgemein gilt

7 =0 x7
fiir jeden Punkt des Kreisels. Punkte auf der Symmetrieachse liegen in der von L und €y
aufgespannten Ebene, daraus folgt ¥ 1. Ebene. Daraus ergibt sich, dass die Geschwindigkeit
der Punkte auf der Symmetrieachse dieselbe Richtung hat ( 0 x €y, )und ist proportional

zum Abstand zum Ursprung. Die Achse rotiert um L und der Winkel zwischen L und &

bleibt erhalten: reguldre Prizession. Zusétzliche Rotation um z3—Achse.
Rotationsgeschwindigkeit um é3

[393 = L3 = |E| cos

|Lﬁ|
_ =
Qs A cos

Prazesionsgeschwindigkeit Zerlege O in anteil langs €3 und anteil ldngs L
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RIAULe
Phd [
7 7 I
7 < I
€1 7 I
- |
L 7 |
A .
I
QPT :
|
|
1
0 |
o >!
€3
- L
Q| sinf = Q, = =
I3
Andererseits
Ly = |L|sing
- L
Q raez ¥
P -[1

6.5 Bewegungsgleichung des starren Korpers

% L = M = Drehmoment

mit

wobei f_; die am Ort 7; wirkende Kraft ist.

L und M sind beziiglich Schwerpunkt S definiert, in dessen Ruhesystem wir uns befinden.

Y fi=F=0

Ferner gilt
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Bei Verschiebung um a gilt
M=M+dxF

Also falls F =0
M = M,

Eulerschen Gleichungen

Es sei %ff die zeitliche Anderung eines Vektors im Laborsystem. Wenn A in einem mit O

rotierendem System konstant bleibt, dann gilt

A=0xA

SES

Wenn sich A auRerdem im rotierendem System dndert und zwar mit g—;[f, dann gilt

Benutze dies fir

Wobei j—;f die Anderung im Korperfesten rotierendem System K ist. Driicke alle Kompo-

d - d
~ L) =21,
(dt )j dt ™’

nenten im K —System aus, d.h.

und
IlQl
L= LY
]393
Q1 [191 Q2[393 - QSIQQS (IS - IQ)QQQS
OxL=Q | x|52%W| =L -0L0 | = | (L - )20

Q3 15823 W10 — Q11 Iy — 1)1
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Somit ergibt sich

Definition Euler-Gleichungen

s

[1d_t1 T ([3 - [2)Q293 = M1
s

IQd—tQ = (]1 - Ig)Qlﬂg = M2
dQ

I3d—t?’ + (I — )y = M,

Falls M = 0 und ein symmetrischer Kreisel vorhanden ist, finden wir wieder die Prézesion

aber nun vom K —System her betrachtet.

Dies ist nicht Klausurrelevant

Prazession der Erdachse

L
Sonne d (\ 0 abgeplattet
o< gep
anziehungsstérker
p L
d 7

<
-

M liegt in Bahnebene und ist orthogonal zu L iz

anziehungsschwacher
L -
=M
dt
Falls M L L gibt es keine Anderung von von L2
L _-dL -
L7 = 2Ld— =2LM
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Intertialsystem (x,y, z) , Korperfestes System K (xy, s, x3)
d liegt in (z,y)—Ebene K und S haben Urpsrung im Schwerpunkt der Erde. Kraft auf
Massenpunkt bei 7 (im K-System)

. F—d
df = GMdV o(F —
UET
Da
|d] >> |7
_3
1 1 1 ord 2\ ° 1 Fd
_ = =—|(1-=+= =—(1+3=
|7 — d|3 (F—2Fcf—|— cﬁ)g d3 ( d? d2> a3 ( d2>
. GM N 7d
M:? dV o(7) (=7 x )(1—1—3@)
3G M o=
=2 [avendx i)

Die 1 im letzten Summaden fallt weg, da [ ordV = 0 aufgrund der Schwerpunktdefinition.

Hier ist
€
7= T2
I3
Umformung von
(CZX F)k<7_’» H) = €ijkdixjxmdm
ersetze
LTy — —r_édjm + 2T,
Zwischenresultat
3GM
My = 2 (—Lin)eindidm (6:2)
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23°

€1 senkrecht

d im Korperfesten System mit

cos 6y cos Ut
d=d| cos 0o sin 2t

sin 90
Eingesetzt in (6.2) ergibt sich
3GM
Ld d
_ gy = 36M . 1 =0 I =L
=M == Ldy | < | ds (=0 <= I, = I1)
I5ds ds
3GM
My = 2 (I = 1) dydy
Iy — I3)dyd
L saM (Iy — I3)dads
M = d5 (]3 - ]1)d1d3
(I = Iy)ddy
Nun gilt aber
IL=1
und somit
M; =0

Setze nun d ein
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sin 0 cos 6, sin Qt
(I — I3) | —sin 6y cos by cos? Ot
0

3GM
23

M =

Wobei das Quadrat in der zweiten Komponente ein magisches Quadrat unbekannter Her-

kunft ist, das aber benotigt wird.

Der zeitliche Mittelwert ist dann

0
- 3GM
<M> = 5?([3—[1) Sing()COSQO
0

Drehung liegt in Bahnebene und senkrecht auf €3 o L Somit

(M) = cos 0yé3 X &,

. L
€3 = —=
L]
Damit folgt
dL - 3 Is—1T -
E = <M> = iGM(?)CZ—?)l)COSQ()é:g X é;; =wl x gz
Wobei
3 GM cos b,
W= ——"
2 & L
Die Bewegungsgleichung ist dann
dL -
— =wl x €, (6.3)

Betrachte (6.3) im System mit (€7, €2)= Planetenebene und é5 L Planetenebene.

p Ly Ly 0 Ly
% LQ =w L2 X|10| =w —L1
Ls Ls 1 0
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Somit ergeben sich die drei Gleichungen

dLy dL, dLj 0
dt ST !

Einsetzen ergibt
d2
—L1 + w2L1 = 0

dt?
2

d
@LQ —+ LUQLQ =0

Somit gilt fiir die Losung
Ly = Ly(t = 0) cos(wt)

LQ = —Ll(t = 0) sin(wt)

L3 = const = L cos b,

Auswertung von w Errinerung

3GM Is — I
W= =——7F5
2 d3 wtagll

os b

Bei einem Ellipsoid gilt

Ig—]l_a—c_6378k’m—6357km

= =33-107°
L a 6378 km
wobei a, ¢ die Halbachsen sind. Nach Kepler
472
T° = d®
GM
und
c0s23° = 0.92
3 472 1 Tag 0.92 1
onne — &~ 0.923.3 - 1073 = 1—"0 -1 -2
s 2 (Zj]?ahr 27 m 365 Jahr
v . WSonne — 196 1075 1
Sonne — o = 1. Jahr

Betrag des Mondes
M = MMond Merde = 81MM0nd
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mond = 2.43-107°
Hmond Jahr

1
Mot = 3.7 - 10_5J — ' =27-103Jare

ahr
Messung ergibt 25.810% Jahre.

65
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Kapitel 7

Anhang

7.1 Literaturempfehlungen

Goldstein

Landau-Lifschitz

Nolting

Fliekbach

Honerkamp und Romer
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