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1 Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Wir fangen mit einer Bemerkung an: Das Ziel der Mechanik ist es, die Be-
wegung eines Korpers in externen Kraftfeldern zu beschreiben. Ein typisches
Beispiel ist die Bewegung der Erde um die Sonne. Der Korper behalt seine
Form und bewegt sich als Ganzes.

Einer der Grundbegriffe der Mechanik ist der Begriff des Massenpunktes
oder des Teilchens. Diese Begriffe beschreiben einen Korper, dessen AusmaBe
bei der Beschreibung seiner Bewegung vernachlassigt werden konnen. Wann
das moglich ist und wann nicht, ist von der Situation abhangig: Falls wir
die Bewegung der Erde um die Sonne beschreiben wollen, ist die Erde ein
Massenpunkt; falls wir hingegen die Bewegung eines Flugzeugs um die Erde
beschreiben wollen, ist die Erde kein Massenpunkt mehr.

Wir konnen den Zustand eines Teilchens vollstandig beschreiben, indem
wir drei Koordinaten des Teilchens, x,y, z, oder einen Ortsvektor r ange-
ben.! Falls das Teilchen sich bewegt, sind die Koordinaten des Teilchens
zeitabhangig. Unser Ziel ist es, diese Abhangigkeit zu bestimmen und die
Funktion r(t) zu finden.

Die Zeitabhangigkeit von 7(t) folgt aus dem zweiten Newtonschen Gesetz

d’r -
wobei m die Masse des Teilchens ist und F die externe, auf das Teilchen
wirkende Kraft. Wenn wir diese Gleichung l6sen, finden wir die zeitabhangige
Bahn des Teilchens.

Mathematisch ist das zweite Newtonsche Gesetz eine Differentialglei-
chung zweiter Ordnung. Das heiBt, fiir eine vollstandige Losung (also um
die Bahn des Teilchens vollstandig beschreiben zu kdnnen) brauchen wir zwej
Randbedingungen. Diese zwei Randbedingungen konnen wir beliebig wahlen
— z.B. konnen wir fordern, dass zum Zeitpunkt t = t; das Teilchen einen
bestimmten Ortsvektor und eine bestimmte Geschwindigkeit hat

d7(t)

r(t=ty) = o, T|t=to = Fleet, = . (2)

Alternativ konnen wir z.B. verlangen, dass das Teilchen zu den Zeitpunkten

"Wir werden verschiedene Schreibweisen benutzen, um Ortsvektoren und deren Kompo-
3

nenten zu bezeichnen. Z.B. F = (x,y,2), F = (n,rn.13), F = Y r;&, wobei €3 = &,
i=1

i=
und &, die drei Basisvektoren des kartesischen Koordinatensystems sind.



t = to,1 zwei bestimmten Ortsvektoren hat
F(t:to):rl, F(t:tl):rz. (3)

Es gibt auch verschiedene Kombinationen von Randbedingungen, die wir be-
nutzen konnen.

Das zweite Newtonsche Gesetz ist im Prinzip alles, was man braucht, um
die Bahn des Teilchens zu bestimmen. Wir konnen jetzt das zweite Newton-
sche Gesetz einfach als Postulat annehmen oder wir konnen ein anderes Prin-
zip identifizieren, dessen Folge das zweite Newtonsche Gesetz ist. Die zweite
Alternative ist nicht nur theoretisch interessant, sondern auch in der Praxis
fiir die Beschreibung komplizierter mechanischer Systeme sehr hilfreich.

Um dieses Prinzip zu formulieren, stellen wir uns vor, dass fiir jedes mecha-
nische System eine Funktion existiert, die uns schlussendlich die Bewegungs-
gleichung fiir dieses System gibt. Wir nennen diese Funktion die Lagrange-
funktion L. Die Lagrangefunktion ist vom Ortsvektor und der Geschwindigkeit
des Teilchens und auch von der Zeit abhangig

L=L(FFt). (4)

Mit Hilfe dieser Funktion konnen wir die sogenannte Wirkung S berechnen

[%)

S[r(t)] = /dt L(F, 7 t). (5)

5]

Die Wirkung ist eine Funktion von t;, und von der gesamten Bahn des
Teilchens. Eine Funktion S, die eine Funktion (z.B. r(t)) auf eine Zahl abbil-
det, heiBt Funktional. Man sagt, dass die Wirkung ein Funktional der Bahn
des Teilchens ist.

Falls die Lagrangefunktion gegeben ist, konnen wir mit Hilfe der Wirkung
fiir jede Bahn jedes mechanischen Systems eine Zahl berechnen. Es muss
betont werden, dass es unendlich viele Bahnen gibt, die einen Anfangspunkt
und einen Endpunkt verbinden. Es ist auch klar, dass ein mechanisches System
in der Natur nur einer Bahn folgt. Es stellt sich nun die Frage: Wie wahlt ein
System die “richtige” Bahn?

Die Antwort zu dieser Frage ist durch das Prinzip der kleinsten Wirkung



gegeben. Das Prinzip lautet:

Ein mechanisches System bewegt sich so, dass der Wert der Wirkung S
minimal ist.

Wie findet man das Minimum der Wirkung? Wir erinnern uns dazu zunachst
an das entsprechende Vorgehen fiir Funktionen. Um ein Extremum Xxg einer
Funktion f(x) zu finden, konnen wir f(x) mit f(x+dx) vergleichen und einen
Wert x suchen, wo der Unterschied zwischen den Werten der zwei Funktionen
keine linearen Terme in dx hat. D.h. falls

df(x)
dx

f(x406x) — f(x) = O(6x%) & =0, (6)

gilt, ist x ein Extremum.

Wir kdnnen genau das Gleiche mit der Wirkung S machen. D.h. wir berech-
nen S fiir zwei unterschiedliche Bahnen 7,(t) = 7(t) und rp(t) = 7(t) + 67(t)
und versuchen so eine Bahn 7(t) zu finden, fiir die

S[7(t)] = S[ra(t)] ~ O(67), (7)

fir beliebige 07(t) gilt. Es ist dabei wichtig, dass wir, wenn wir die Beitrage
verschiedener Bahnen vergleichen, immer den Anfangspunkt und den End-
punkt festhalten; d.h.

Fo(ty) = p(tr) = i, Fa(te) = Ro(t2) = Fr, OF(t1) = 0F(t) =0.  (8)

Mathematisch bedeutet das, dass wir die Wirkung fiir bestimmte Randbedin-
gungen minimieren.

Wir zeigen jetzt, wie wir die Differenz der Wirkungen berechnen konnen.
Wir schreiben

6S = S[R(t)] — S[F(t)] = /dt [L(F+ 67, F+ 067 t)— L(F, 1 )] (9)

Weil §7 und 87 klein sind, konnen wir die Lagrangefunktion in einer Taylorreihe
entwickeln. Wir erhalten

o . . oL >\ oL
L(F+ 07,7+ 07 t) ~ L(F 7 1) + Y oo+ ) =-8h. (10)
i=1 =1 '
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Dann gilt

6S = Z/dt [—5 +8L6 } (11)

I

Wir konnen den letzten Term umschreiben, sodass wir 67 statt 67 bekommen.
Wir integrieren partiell und erhalten

to
oL aLdér,_ d faL d [oL

t ty ty

Den ersten Term kdnnen wir vereinfachen

to
d [OL oL
/df@ |:a—6/’,‘| = a—hél’,‘

t1

"o (13)

t1

weil 07(t1») = 0 ist. Wir bekommen dann fiir §S

6S = Z/dt{a—rl—— Bﬂ}ér- (14)

Falls 7(t) ein Minimum ist, muss S ~ O(67?) sein, fiir alle moglichen §7.
Das kann nur passieren, falls r(t) die folgende Gleichung erfiillt

doL oL .

&a_?,_a_ﬁ' i=1,2,3, (15)
sodass der Integrand in Gl. (14) punktweise verschwindet. Gleichung (15)
nennt man die Euler-Lagrange-Gleichung. Hier ist anzumerken, dass die La-
grangefunktion nur bis auf eine totale Zeitableitung einer Funktion von q(t)
und t definiert ist. D.h., dass die zwei Lagrangefunktionen L(g, g, t) und
L(q,q,t)+df(q, t)/dt zu den gleichen Bewegungsgleichungen fiihren — oder,
wie wir sagen, “die gleiche Physik beschreiben™ .

Falls die Euler-Lagrange-Gleichung (15) tatsachlich die Bahn eines mecha-
nisches Systems beschreibt, muss sie dquivalent zum zweiten Newtonschen
Gesetz sein. Um diese Aquivalenz zu erreichen, miissen wir die Lagrangefunk-
tion L als die Differenz zwischen der kinetischen Energie des Teilchens T und
dessen potenzieller Energie U ausdriicken

L=T-U(), (16)

5



wobel
mi
T=—. 17
; (17)
Als nachsten Schritt leiten wir die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die La-

grangefunktion in Gl. (16) her. Wir erhalten

a—L—m? ia—L—m? oL _ _ou (18)
or dtar or ~  oF
sodass die Euler-Lagrange-Gleichung lautet
- ou
mr= - (19)

Weil die Kraft F(F) als F(F) = —AU/dF definiert ist, ist die obige Gleichung
in der Tat das zweite Newtonsche Gesetz, wie angekiindigt.

Obwohl die Euler-Lagrange-Gleichungen und die Newtonschen Gleichun-
gen aquivalent sind, bietet der Lagrangeformalismus viele Vorteile. In der Tat

1. kann man fast “mechanisch” (d.h. ohne viel dariiber nachzudenken)
die Bewegungsgleichungen herleiten; unter anderem bekommt man alle
Krafte automatisch;

2. kann man beliebige Koordinaten wahlen, um die Position eines Tell-
chens zu beschreiben; das ist sehr niitzlich, falls die Bewegung durch
/wangsbedingungen eingeschrankt ist;

3. kann man allgemeine Bewegungscharakteristiken des Systems (z.B. so-
genannte Bewegungsintegrale oder ErhaltungsgroBen — die GroBen, die
wahrend der Bewegung konstant bleiben) viel einfacher erkennen.

Wir werden jetzt ein Beispiel betrachten, das die Starken des Lagran-
geformalismus sehr deutlich macht. Als ersten Schritt erweitern wir die La-
grangefunktion fiir den Fall, dass das mechanische System mehrere Teilchen
umfasst. Wenn die Zahl der Teilchen N ist, lautet die Lagrangefunktion

N 52
mr . .
L= g 20‘ —U(R, ..., Tv). (20)

a=1

Bitte beachten Sie, dass wir jetzt mit r, den Ortsvektor des Teilchens o
bezeichnen. Die drei Komponenten dieses Ortsvektors bezeichnen wir als 7, ;,
1=1,2,3 oder Xy, Yo, Za-
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Abbildung 1: Doppelpendel im Gravitationsfeld.

Als Beispiel betrachten wir das Doppelpendel, d.h. zwei unterschiedliche
Teilchen, die durch masselose Stangen verbunden sind und sich im Gravita-
tionsfeld befinden (siehe Abb. 1). Wir wollen die Bewegungsgleichungen des
Systems herleiten. Wir fangen mit der Lagrangefunktion an, die wir mit Hilfe
der kartesischen Koordinaten schreiben. Wir erhalten

/m%+ﬁxgug+%)

L= 5 5 — U, y2), (21)
wobei die potentielle Energie U lautet
U1, y2) = migyr + magys. (22)

Obwohl es einfach ist, die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten
zu schreiben, ist diese Form der Lagrangefunktion nicht sehr niitzlich, welil
die Koordinaten nicht voneinander unabhéangig sind. Tatsachlich erhalten wir,
wenn wir die Lange der Stangen /; » und die Winkel zwischen der y-Achse und
den Stangen 6, , einflihren, folgende Gleichungen

X1 = L sinfy, Xo = X1 + hsin 6y,

1 1 1 2 1 2 2 (23)
yi1 = —hcosBy, yo =y — hcosbs.
Wir sehen, dass von vier Variablen nur zwei unabhangig sind. Wenn wir Euler-
Lagrange-Gleichungen herleiten, missen wir nur nach unabhangigen Varia-
blen variieren. Das bedeutet, dass wir als ersten Schritt die Lagrangefunktion
Gl. (21) durch die Variablen 61 » ausdriicken miissen. Das konnen wir machen,
indem wir Gl. (23) nach der Zeit ableiten. Wir erhalten

X1 = /1 COS@l 91, X = X1 + /2 COSQ2 92,

: . : : . : : (24)
1 :lls|n01 91, Yo :y1+/25|ﬂ92 92.

v



Wir setzen die Ergebnisse in die Lagrangefunktion Gl. (21) ein und finden

C(m 4+ m)R03 myl363
N 2 2
+ (my + my)gl cos6; + mogh cos6,.

L + m2/1/2 COS(@l — 92)9192

(25)

Weil 6, , zwel unabhangige Variablen sind, konnen wir dann die Euler-
Lagrange-Gleichungen

doL oL .

&6—91 = 6_9/' | = 1,2, (26)

sofort benutzen. Wir erhalten dann

oL : :
@ = /12 (ml + m2) 91 + m2/1/2 COS(@l — 92)92,
1
doL ) o S
587 = /1 (m1 -+ mg) 91 + m2/1/2 (COS(@l — 92)92 — Slﬂ(el — 92)(91 - 92)92) )
1
oL | - |
@ = —m2/1/2 Sln(91 — 92)9192 — (m1 + mg)gll Sin 91.
1

(27)

Die gleiche Herleitung kann man fiir den zweiten Winkel 8> machen.
Wir bekommen dann folgende Bewegungsgleichungen fiir das Doppelpen-
del

/12 (ml + m2) él + m2/1/2 (COS(91 — 92)@2 — Sin(91 — 92)(91 — 92)92)

N 28
= —mylibsin(6; — 65)0:6, — (my + my)gh sin 6. (28)

und

m2/22é2 + m2/1/2 (COS(el — 92)@1 — sin(91 — 92)(91 — 92)91)

. 29
= m2/1/2 Sin(Gl — 92)9192 — m29/2 sin 92. ( )

Wir haben in diesem Beispiel gesehen, dass, falls es Zwangsbedingun-
gen gibt, die Zahl unabhangiger Koordinaten kleiner ist, als die Zahl karte-
sischer Koordinaten. Ganz allgemein werden wir, statt tiber kartesische Ko-
ordinaten zu reden, die unabhangigen GréBen, die ein mechanisches System
vollstandig beschreiben, verallgemeinerte Koordinaten nennen und sie mit mit
g1, o, G3, ..., gy bezeichnen. Solche Koordinaten bezeichnen wir als Freiheits-
grade. Die Zahl der Freiheitsgrade ist durch Zwangsbedingungen beschrankt.
Oft konnen wir die Zwangsbedingungen als eine Gleichung ausdriicken

f(q1, @, ... qn) = 0. (30)
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Zum Beispiel miissen die Koordinaten eines Teilchens, das sich auf der Ober-
flache einer Kugel mit Radius R bewegt, die folgende Gleichung erfiillen

X2+ y?+ 22— R?*=0. (31)

Es gibt zwei Moglichkeiten, mit diesen Zwangsbedingungen umzugehen:
Entweder eliminieren wir die abhangigen Koordinaten aus der Lagrangefunk-
tion (wie wir dies fiir das Doppelpendel gemacht haben) oder wir benutzen
sogenannte Lagrangemultiplikatoren und andern die Lagrangefunktion

L —L"=L+X(q,...,qn, t). (32)

Der Parameter A heit der Lagrangemultiplikator und muss wie eine neue
Koordinate behandelt werden.

Die Idee hinter die Erweiterung der Lagrangefunktion wie in Gl. (32) ist
folgendes. Stellen wir uns vor, dass die Funktion (g, ..., gy) eine Oberflache
in -dimensionalen Raum beschreibt, auf der das Teilchen sich bewegen kann.
Weil das Teilchen sich unter Zwang bewegt, gibt es eine Zwangskraft, die
senkrecht zur Oberflache steht. Die Richtung der Zwangskraft finden wir,
indem wir die totale Ableitung der Funktion f berechnen und zu Null setzen

of

df = —
- 9q;

Der Vektor dG = (dqgy,dgo, ..., dgn) beschreibt die Bewegung auf der Ober-
flache und der Vektor 0f = (0:f, 0>f,...,0Onf) steht, Gl. (33) zufolge, or-
thogonal zu dg. Das bedeutet, dass die Zwangskraft N proportional zu Of
ist

N = \5f. (34)

Diese Kraft muss auf der rechten Seite der Euler-Lagrange-Gleichungen auf-
treten, zusammen mit den externen Kraften. Genau das erreichen wir mit der
Modifizierung der Lagrangefunktion wie in Gl. (32). Falls wir den Parameter
A als neue Koordinate betrachten, dann bekommen wir auch die Zwangsbe-
dingung f = 0 automatisch.
Wir gehen zuriick zur Gl. (32) und berechnen die neuen Euler-Lagrange-
Gleichungen
doL" oL’ doL" ol
dtdq  dq'  dtox oA’
Weil die Lagrangefunktion L’ von A unabhingig ist, erhalten wir aus der letz-
ten Gleichung die Zwangsbedingung,

f(q1, @, ... qn. t) = 0. (36)

(35)
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Abbildung 2: Ein Teilchen an einer Stange im Gravitationsfeld.

Aus den Gleichungen fiir g; erhalten wir

doL oL  of

Wir miissen jetzt die Gln. (36,37) I6sen und alle g; und A bestimmen. Dadurch
finden wir die Losungen der Bewegungsgleichungen.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, bei dem wir verschiedene Methoden
benutzen werden, um die Bewegung eines Teilchens zu beschreiben. Das Teil-
chen befindet sich an einer Stange im Gravitationsfeld, sieche Abb. 2. Der
Winkel zwischen der Stange und der y-Achse ist mit 6 bezeichnet. Die La-
grangefunktion lautet

mx®  my?
L—T—FT—mgy. (38)

Um die Zwangsbedingung aufzuschreiben, fiihren wir die Koordinate s ein,
welche die Entfernung entlang der Stange parametrisiert. Die kartesischen
Koordinaten des Teilchens lauten

X =ssiné, y = Lcosf — scosb. (39)

Wir eliminieren s und bekommen eine Zwangsbedingung fiir die Koordinaten
des Teilchens
ysin® + xcosf — Lsinf cos® = 0. (40)

Die neue Lagrangefunktion sieht dann folgendermaBen aus

L'"=L+X(ysinf+ xcos@ — Lsin cosb), (41)

10



sodass die Bewegungsgleichungen lauten

mx = A cos9,
my = —mg + Asin 0, (42)
ysing + xcosf — Lsinf cosf = 0.

Um diese Gleichungen zu I6sen, leiten wir die letzte Gleichung zweimal nach
der Zeit ab und erhalten

ysin@ + Xcosf = 0. (43)

Wir addieren dann die zwei ersten Gleichungen in Gl. (42) mit den Gewichten
cos 8 und sin @ und bekommen

0 = m(cos6x + sinfy) = cos@ mx + sin@ my

> - . 2 . (44)
= Acos“ 6 —mgsinf + Asin“0 =X — mgsiné.
Es folgt
A = mgsin6. (45)
Wir erhalten die Bewegungsgleichungen fiir x und y aus Gl. (42)
mx = mgcosf sin@, my = —mg + mgsin®6 = —mg cos? 6. (46)

Diese Gleichungen konnen wir ohne weitere Probleme losen. Zum Beispiel,
falls das Teilchen sich bei t = 0 bei x = 0 in Ruhe befindet, finden wir

_ gcosfsing t2 =L cosd— gcos? 0 t?
2 2

Wir beschreiben jetzt ein andere Moglichkeit, das gleiche Problem zu l6sen.
Wir konnen, statt die Lagrangemultiplikatoren einzufiihren, unsere Variable
s als allgemeine Koordinate benutzen. Die Verbindung zwischen x,y und s
finden wir in Gl. (39). Es folgt die Lagrangefunktion

X (47)

=2
L:%—mg(Lcosé—scose), (48)

und die Euler-Lagrange-Gleichung
ms = mg cos 6. (49)

Falls das Teilchen bei t = 0 sich am hochsten Punkt der Stange befindet,
lautet die Losung
o gcosf t?

> (50)

11



Wir benutzen jetzt diese Losung, um x(t) und y(t) aufzuschreiben und er-
halten die gleichen Ergebnisse, die bereits in Gl. (47) zu sehen sind.

Letztendlich wollen wir die Losung auch mit Hilfe des zweiten Newton-
schen Gesetz herleiten. Um die Bewegungsgleichungen aufzuschreiben, brau-
chen wir die Krafte. Es gibt die Gravitationskraft £ = —mgé¢, und die Zwangs-
kraft, die senkrecht zur Stange wirkt. D.h.

N = Nsin6&, + N cos 68&,. (51)

Die Komponente der Gravitationskraft, die senkrecht zur Stange steht, lautet
—mgsin 6, sodass
N = mgsin6. (52)

Wir erhalten dann die Bewegungsgleichungen
mxX = mgsin @ cos9, my = —mg + mgsin 6, (53)

Wenn wir diese Gleichungen mit Gl. (42,45) vergleichen, sehen wir, dass die
Terme \Of/0q; in der Tat die Zwangskrafte beschreiben.

Hierzu gibt es noch eine Bemerkung: Es gibt Zwangsbedingungen, die
von der Geschwindigkeit abhangig sind. In diesem Fall kann man die Lagran-
gemultiplikatoren nicht verwenden; man muss dann die Zwangsbedingungen
explizit eliminieren und die Lagrangefunktion durch unabhangige Koordinaten
schreiben.

12



2 Erhaltungssatze, Noether-Theorem, Virialsatz und Ahn-
lichkeitstransformationen

In der Mechanik ist es unser Ziel, die Zustande mechanischer Systeme fiir
gegebene Randbedingungen als Funktion der Zeit zu beschreiben. Um dieses
Ziel zu erreichen, miissen wir die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir alle un-
abhangigen Koordinaten losen. Es kann einfacher sein, solche Ldsungen zu
finden, falls wir wissen, dass bestimmte Kombinationen von Koordinaten und
Geschwindigkeiten zeitunabhangig sind

d/

=0 @

I'=F(ai(t), a1 (2), ..., an(t). gn(t), 1),
Solche Konstanten nennt man Bewegungsintegrale oder ErhaltungsgréBen.
Um ein Beispiel zu zeigen, betrachten wir ein System, dessen Lagrange-
funktion L explizit zeitunabhangig ist, L = L(q1, ¢, . . ., g1, 4o, ... ). Wir be-
trachten L fiir die Lésungen der Euler-Lagrange-Gleichungen und berechnen
die totale Zeitableitung

dL 8L <~ [/dLdg  OL d?q

ac _ ot el U U 2
at 8t+;(8q,—dt+8q,dt2> (2)

Weil L explizit zeitunabhangig ist, verschwindet die Zeitableitung L /0t =0

und, weil g;(t) die Losungen der Bewegungsgleichungen sind, haben wir

oL d oL
= = = 3
0q; dt 9q; (3)
Mit Hilfe von GI. (3), schreiben wir GI. (2) um
dl =/ d [8L]dg 8L d%q\ d =L
D |\ Z= A, 2= ) 2 —q;. 4
dt ; (dt {aq,} it T3 dt2) dt;aqf’ ()
Wenn wir dann eine Funktion E({q;(t)}, {qg:(t)}) definieren
N
oL
E = —qi— L, 5
;aq,-q (5)
bedeutet Gl. (4), dass E eine ErhaltungsgroBe ist
d .
9 EHai()} 1ai(t)}) = 0. (6)

13



Es ist einfach zu sehen, dass fiir L = mF2/2 —u(n),

P

E:%+U(F):T+U. 7)
Offensichtlich ist die ErhaltungsgroBe E die Energie des mechanischen Sys-
tems.

Es ist wichtig, die Existenz der ErhaltungsgroBen mit den Eigenschaften
der Lagrangefunktion zu verbinden. Diese Verbindung ergibt sich durch das
Noether- Theorem. Um das Noether-Theorem zu erklaren, betrachten wir ein
mechanisches System mit N Freiheitsgraden, welches wir mit Hilfe der Lagran-
gefunktion L({q;}, {q;}, t) beschreiben. Mit der Lagrangefunktion kdnnen wir
natirlich die Wirkung berechnen

SZ/dHHmkmeﬂi) (8)

Wir konnen aber die verallgemeinerten Koordinaten und sogar die Zeit anders
wahlen; d.h. statt g; und t, kdnnen wir g/ und t’ benutzen um unser System
zu beschreiben. Nehmen wir an, dass die Transformation so aussieht

g = fi({q;}. ), t =f({q} t). (9)

Die Funktionen f; ; an dieser Stelle sind ganz beliebig.
Wir konnen die Wirkung in den neuen Koordinaten ausdriicken; wir erhal-
ten
t

5= [ de U({a}. (da/de). o). (10)
t
Gl. (10) definiert uns die neue Lagrangefunktion.

Normalerweise, wenn man andere Koordinaten wahlt, unterscheiden sich
L’ und L und man kann nicht viel mit dem Variablenwechsel anfangen — man
hat lediglich andere Variablen gewahlt. Es gibt aber Situation, wo nach der
Variablentransformation L’ = L gilt. In solchen Fallen es ist moglich, zeitun-
abhangige Kombinationen der Koordinaten und Geschwindigkeiten direkt aus
der Lagrangefunktion abzuleiten.

Normalerweise ist es schwierig, mit exakten Variablentransformationen zu
arbeiten. Wir konnen daher digjenigen Transformationen betrachten, die sich
von |dentitatstransformationen nur wenig unterscheiden. Um dies zu realisie-
ren, nutzen wir, dass eine Variablentransformation normalerweise von einem

14



Parameter abhangt. Wenn dieser Parameter klein ist, reden wir von einer infi-
nitesimalen Transformation. Wenn wir eine solche Transformation anwenden,
missen wir konsistent bis zu einer bestimmten Ordnung in der Entwicklung
in diesem kleinen Parameter arbeiten.

Dementsprechend schreiben wir die infinitesimale Version der Transforma-
tion Gl. (9) als

g =a+eVi({g}. 1) +0(), t'=t+eX({q} t)+0(). (11)

Die GroBe € < 1 parametrisiert die GroBe der Transformation; fiir e = 0 erhal-
ten wir die Identitatstransformation. Wir werden nun bis zur ersten Ordnung
in der Entwicklung in € arbeiten.

Wir nehmen an, dass die Transformation Gl. (11) die Lagrangefunktion
Invariant lasst. Dann gilt

to té
5= [ dt Liad. (da/de). o) = [ ¢ L{a) (dai/de} €) + O(E). (12
t t
Wir wollen jetzt zeigen, dass die Zeitunabhangigkeit der GroBe

L
| = a [w Xal +LX (13)

aus Gl. (12) folgt. Um das zu erreichen, driicken wir
S’:/dt’L(q’,dq’/dt’,t’) (14)

durch g und t aus und nutzen dann die Gleichheit von S’ und S.
Wir beginnen zunachst mit der Berechnung verschiedener Bausteine

dX
dt' =dt (1 —

dgp _ 1 dla+ew) {dw dXx

. (15)
@—1_'_6% 9 € ———q,]%—(’)(e).

dt dt

Wir benutzen diese Ausdriicke, um die Lagrangefunktion zu entwickeln.
Wir erhalten

L({q'}, {dq'/dt'}, ') ~ L({q}. {d}, t)+eX?9i
oL aL dv;, dXx (16)
+€Z|: {dt dt 1]+0( )
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Wir setzen dieses Ergebnis in den Ausdruck fiir die Wirkung ein und erhalten
(wir vernachlassigen alle O(€?) Beitrage)

/
t ta

S’:/dt’ L({q'}, {dq'/dt'}, t) :/dt (1+ed—) L({qd'}, {dq'/dt'}, t)

t t1
[%)

- /dt{u{q},{q}, £)+e (gL + —“Z [GL % <% B i_)r("ﬂ)}

t1
t2

:S—i—e/dt{d(:tu xE X Z {aL v oz (dd\l; _%q,)]}.

" (17)

Wir konnen die letzte Gleichung vereinfachen, indem wir die totale Zeitablei-

tung explizit ausdriicken
dL 0oL oL oL
Tl A 'i A - ”i- 1
dt ~ ot 2-8q,% " g ¢ (18)

Wir schreiben dann

to
O=S’—S:€/dt

5]

oL . aL dX>

il T X——g;
dt 8q, * aq, dt Bq,q

d(XL oL oL dv, aL
( )+Z< U

(19)

~ X536 5, at

Bis zum diesen Punkt haben wir keine Annahmen tiber die Zeitabhangigkeit
von q;(t) gemacht; jetzt werden wir g;(t) als echte Losungen der Euler-
Lagrange-Gleichungen betrachten. Dann gilt

doL oL

_— = 20
dtdqg, 0Og; (20)
sodass

oL,  OLAV, | 4oL BLdv, d (oL,

8q,- ' Gq, dt N 'dt@c'],- aq, dt - d aq, ,

oL oL . oL dX

X i+ X—G + —aq— 21

8qq+ tolef +8q,-th (21)

d /oL oL oL dX d [oL
i -iX = ”iX ~— 04— =7 | = 'iX .
d (aq,-) DX+ 56 95T 5594 = 4 [aq,-" ]
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Mit Hilfe von GI. (21) schreiben wir GI. (19) um als

to

o:/df%”, (22)

t
wobei aL
I(t) = Lx+Za—@(w,——xq,—) (23)
ist. Es folgt aus GI. (22), dass
0=1I(t1) — I(t2), (24)

sodass /(t) in Gl. (23) zeitunabhingig ist. Dies ist die Aussage des Noether-
Theorems.

Als nachsten Schritt werden wir verschiedene Beispiele diskutieren.

1. Wir kehren zu unserem Beispiel zuriick, in dem die Lagrangefunktion
explizit zeitunabhangig ist, d.h. L = L({q;},{q:}). Diese Lagrangefunk-
tion ist invariant unter der Transformation

q = qi, ' =t+T, (25)

wobei T eine beliebige Konstante ist. In der Tat gilt dt’ = dt, sodass
gi =dgq;/dt = dg,;/dt' = dqg//dt’. Das bedeutet, dass

L=L({a} a) = L{q} dgj/dt’), dt' =dt, (26)

und wir konnen somit das Noether-Theorem anwenden.

Die Transformation in Gl. (25) ist exakt. Wir miissen die infinitesimale
Version dieser Transformation finden und mit GIl. (11) vergleichen. Es
ist offensichtlich, dass W; = 0 ist und, falls wir 7 in Gl. (25) als klein
betrachten und mit € identifizieren, finden wir, dass X = 1 ist. Die
ErhaltungsgroBe ist dann

I—L—Za—qlq, (27)

und das ist (minus) die Energie E, wie aus dem Vergleich mit Gl. (5)
folgt.
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2. Als zweites Beispiel betrachten wir die Situation, in der die Lagran-
gefunktion von einer Koordinate unabhangig ist. Bezeichnen wir diese
Koordinate mit ¢g;, sodass

L =10L(q, g5 ... qn, G1. 42, G3, ..., Gn. 1), (28)
bleibt die Lagrangefunktion invariant unter der Transformation
gy = q1 + €, Tip1 = i, t'=t. (29)
Das bedeutet
vy =1, Wiz =0, X =0. (30)

Wir finden dann die ErhaltungsgroBe

oL
| = —, 31

aa, (31)
sodass in diesem Fall der kanonische Impuls p; = 0L /0¢; zeitunabhangig
ist. Man bezeichnet die Koordinate, von der die Lagrangefunktion un-

abhangig ist, auch als zyklische Koordinate.

3. Als Nichstes betrachten wir geschlossene mechanische Systeme.? Die
Lagrangefunktion lautet

L=Y T S - 7). (32)

a a,B

Weil die potentielle Energie nur von 1, — rz abhangt, bleibt die Lagran-
gefunktion invariant, wenn wir alle Ortsvektoren um einen konstanten
Vektor € verschieben

r =Ty +E. (33)

a

Beachten Sie, dass wir diese Transformation mit einem Vektor € para-
metrisiert haben; d.h. Gl. (33) beschreibt drei unterschiedliche Trans-
formation (d.h. einmal verschieben wir die x-Koordinaten aller Teilchen,
einmal die y-Koordinaten usw.). Dementsprechend ist auch ¥ ein Ein-
heitsvektor

—

\UCX = T! (34)

2Unter einem “geschlossenen mechanischen System’” versteht man ein mechanisches Sys-
tem mit vielen Teilchen, die nur miteinander wechselwirken, aber frei von externen Kraften
sind.
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sodass die ErhaltungsgroBen lauten

N

= Z ara Z Ma Tl (35)

Diese ErhaltungsgroBe ist der Gesamtimpuls des Systems Istot. Die Fol-

ge dieses Ergebnis ist, dass sich der Schwerpunkt des geschlossenen

Systems R mit konstanter Geschwindigkeit V' bewegt. In der Tat gilt
5 LM L AR Y maf P

=V = = = t.
S~ . 9 = S Mo cons (36)

. Als letztes Beispiel betrachten wir die Lagrangefunktion, welche die Be-
wegung eines Teilchens im Zentralfeld beschreibt

L=, (37)

Die potentielle Energie in Gl. (37) hangt nur vom Betrag des Ortsvek-
tors ab und deswegen ist die Lagrangefunktion invariant unter Drehun-
gen. Die Variablentransformation, welche infinitesimale Drehungen um
die Achse i um den kleinen Winkel € beschreibt, lautet

P =F+eli x 7]+ O(). (38)

Eine Drehung ist dadurch definiert, dass der Betrag eines Vektors invari-
ant bleibt. Um daher zu beweisen, dass Gl. (38) eine Drehung darstellt,
berechnen wir 72 und vergleichen das Ergebnis mit 72. Wir finden

2= 4 2[Ax 7 -F+ O() = 7 + O(c). (39)

Weil 72 = 72 ist, stellt Gl. (38) in der Tat eine Drehung dar.

Die Transformation der Geschwindigkeit erhalten wir, indem wir Gl. (38)
nach der Zeit ableiten. Wir erhalten

P =r+elixr], (40)

sodass _2 _
P2 =P+ 0(2). (41)

Wir schreiben [i7 x r]; = €jjxn;rx, wobei €;j der Levi-Civita-Tensor ist,
und finden W;
\U,' = €,‘jkf7jl’k. (42)
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Wir erhalten fiir die ErhaltungsgroBe

oL

/:Ia—rl

W/:ﬁ'[FXﬁ], (43)

wobei p'= mi der Impuls ist. Weil die Drehachse 7 beliebig ist, konnen
wir Gl. (43) als die Erhaltung eines Vektors interpretieren. Dieser Vektor

M = [F x p] (44)
ist gerade der Drehimpuls des Teilchens, das von unserer Lagrangefunk-
tion Gl. (37) beschrieben wird.

Es gibt eine Reihe von Transformationen, unter denen die Lagrangefunk-
tion sich andert, aber auf bekannte Weise. In solchen Fallen konnen wir keine
ErhaltungsgroBen mit den Transformationen identifizieren, aber es ist moglich,
nitzliche Informationen liber mechanische Systeme gewinnen. Ein Beispiel ist
das sogenannte Virialtheorem. Es geht dabei um Folgendes: Wir betrachten
die Bewegung eines Teilchens in einem Potential, das eine homogene Funktion
Ist

UAF) = X"U(7). (45)

Um zum Analogon des Noether-Theorems zu kommen, betrachten wir fol-
gende Transformationen

F=Xr, t =pt. (46)
Die Lagrangefunktion transformiert sich folgendermaBen
2 2 —\ 2
=M APy = A (Y ey
L= > (dt’) u(r’) =52 (dt A"'U(T). (47)

Wenn wir B als 8 = A\="/2 wihlen, erhalten wir
L(F,dF/dt') = N"L(F,dF/dt). (48)
Wir konstruieren die Wirkung und erhalten

/dt’ L(7,dF/dt) = >\1‘”/2>\”/dt L(F,dr/dt) = >\1+”/2/dt L(F,dF/dt).

(49)

Wir betrachten jetzt die infinitesimale Transformation X = 1 + € und be-

nutzen die obige Gleichung, um einen Zusammenhang zwischen verschiedenen
Beitragen zu finden. Wir haben

F=((1+¢r t=(14(1-n/2)et, (50)
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sodass
\U,':I’,', X:(l—n/2)t, (51)

sind.

Wir fangen mit Gl. (49) an und wiederholen die Schritte, die zum Beweis
des Noether-Theorems gefiihrt haben. Wir miissen nur aufpassen, da wir im
Vergleich zum Noether-Theorem, wegen des Faktors A\1*t7/2 auf der rechten
Seite von Gl. (49), einen zusatzlichen Term erhalten. Wir bekommen

to
n d .
o_/dt<(1+§)L+a[EX—mr,-\lf,-]), (52)
ty
und mit Hilfe von Gl. (51) schreiben wir diese Gleichung um
to d
n KN
0=/dt(<l+§>L+a[E(l—n/2)t—mr,r,}>. (53)
t

Um diese GroBe zu interpretieren, ist es niitzlich das Konzept des Mittel-
werts einer Funktion zu nutzen. Der Mittelwert einer Funktion f(t) auf dem
Zeitintervall t € [0, T] lautet

() =1 [ der(o) (54)

Dieser Mittelwert gibt uns eine grobe Idee iiber die Funktion f(t).
Gl. (53) erlaubt uns, die Verhaltnisse zwischen den Mittelwerten verschie-
dener GroBen zu finden

0= (1+g) L)y + (1—%) (E)y — <%m?-F>T. (55)

Den letzten Term in Gl. (55) konnen wir vereinfachen. Wir schreiben

d . 1 d . 1 : .
0

(56)

Betrachten wir jetzt den Limes T — oo. Falls die Bewegung unseres Sys-

tems in einem endlichen raumlichen Bereich mit endlichen Geschwindigkeiten
stattfindet, konnen wir an Hand von Gl. (56) feststellen, dass

d )
<Emf~ F>Oo = 0. (57)
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Dieses Ergebnis erlaubt uns, im Limit T — oo, den dritten Term in Gl. (55)
zu vernachlassigen. Wir erhalten dann

n n

0= (1+—) (Lo + (1 - —) (E)u. (58)
2 2

Wir schreiben die Lagrangefunktion und die Energie als L = T, — U und

E =T, + U, wobeil T, die kinetische und U die potentielle Energie sind und

erhalten
n

(T)oo = 5(U) o (59)
Diese Gleichung, als das Virialtheorem bekannt, beschreibt den Zusammen-
hang zwischen den Mittelewerten der kinetischen und der potentiellen Ener-

gien im Falle endlicher Bewegung eines Teilchens.

Wir konnen auch andere interessante Erkenntnisse liber die Bewegungs-
eigenschaften mechanischer Systeme mit homogener potentieller Energie ge-
winnen. Wir betrachten ein mechanisches System mit potentieller Energie
U(r), die homogen ist

UAF) = X"U(7). (60)

Wie wir schon wissen, erhalten wir, falls wir die Variablentransformationen
7 = AFund t' = Bt, mit B = A\1="/2 durchfiihren,

L(F,7)=\"L(F, 7). (61)

Falls zwei Lagrangefunktionen proportional zueinander sind, sind die zu-
gehorigen Bewegungsgleichungen identisch. Das bedeutet, dass falls 7/ (t’) die
Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen ist, muss

F(t) = X"'F(Bt) (62)

ebenfalls eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen sein.
Wir konnen das direkt tiberpriifen. Wir schreiben

RHt)  mdPBY)  mERER()  FROU(r)

M4 ~ N d2 ax dtZ A or (63)
_ BROUGN)  BAATBU()  au(n)
N > VI . T

weil B = A17"/2 jst.
Es folgt aus Gl. (62), dass sich, wenn wir eine Losung 7(t) haben, aus
dieser Losung eine weitere Losung A~1F(Bt) konstruieren lasst. Wir konnen
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diese Ahnlichkeitsbedingungen dazu verwenden, um grobe Eigenschaften ver-
schiedener Losungen mit einander zu verkniipfen. Um das zu sehen, stellen
wir uns vor, dass wir zwei Bahnen mit den Abmessungen L;, und den Um-
laufzeiten T;, betrachten. Es folgt aus der vorigen Diskussion, dass falls sich
die Abmessungen um einen Faktor A unterscheiden, sich die Umlaufzeiten um
einen Faktor B8 unterscheiden miissen. Dann

L, T:

— =, — =B=A"2 64

> = =0 (64)
Weil X und B abhangig sind, bedeutet das, dass es ein Verhaltnis zwischen den
Abmessungen und den Umlaufzeiten im Falle homogener potentieller Energien

gibt. Wir finden
<L1>1n/z -7 (65)
L, T

Als Beispiel konnen wir ein Pendel betrachten. In diesem Fall ist die poten-
tielle Energie U = kr?/2, sodass n = 2 ist. In diesem Fall ist die Abmessung
der Bahn die Amplitude der Schwingungen. Es folgt aus Gl. (65), dass

IE
= =1, 66
7 (66)
und das heiBt, dass fiir ein Pendel die Umlaufzeit unabhangig von der Ampli-
tude der Schwingungen ist.
Ein anderes Beispiel ist das dritte Keplersche Gesetz, das die GroBe der

Orbits von Planeten R und deren Umlaufzeiten miteinander verbindet. Dabei
ist die potentielle Energie U(r) = GmM/r, sodass n = —1 ist. Es folgt

T, R\ /2
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3 Eindimensionale Bewegung

Wir betrachten jetzt die eindimensionale Bewegung eines Teilchen m in einem
zeitunabhangigen Potential U(x). Die Lagrangefunktion lautet
mx?
L=———U). (1)
2
Wir konnen fiir die Lagrangefunktion L die Euler-Lagrange-Gleichung auf-
stellen und dann versuchen, sie zu I6sen. Das ist in der Tat moglich, aber fiir
eindimensionale Bewegungen gibt es einen besseren Weg.
Der Schliissel ist die Zeitunabhdngigkeit der Lagrangefunktion und die
Energieerhaltung. Die Energie lautet
mx?
E= - + U(x). (2)
Wir konnen die Geschwindigkeit des Teilchens durch Gl. (2) ausdriicken und
erhalten

dx 2

— =4/ —(E — :

1 \/m (E - U(x)) (3)
Dann konnen wir diese Gleichung integrieren

x(t)
t_tozi@&/ﬁ%w). (@)

Welches Vorzeichen man wahlt, ist von den Randbedingungen abhangig. Ge-
nerell beschreibt Gl. (4) die Zeitabhangigkeit der Bahn implizit. Die Integra-
tionskonstanten sind so gewahlt, dass x(tp) gleich xp ist.

Wenn wir das Integral in Gl. (4) berechnen und x(t) als Funktion von
t ausdriicken, haben wir eine explizite Losung gefunden. Wenn dies nicht
moglich ist, konnen wir immernoch das eindimensionale Integral numerisch
berechnen oder quantitativ analysieren.

Fiir den letzten Zweck ist es hilfreich, die potentielle Energie U(x) und die
Gesamtenergie E in einem Diagramm zu zeichnen. Weil die kinetische Energie
immer positiv ist, kann sich das Teilchen nur dort bewegen, wo E > U(x) ist.

Es gibt dann verschiedene Maoglichkeiten. Nehmen wir zum Beispiel an,
dass die potentielle Energie ein Maximum hat, U(x) < Unax. Dann kann sich
das Teilchen, falls E > Unay ist, liberall zwischen x = 4+oo bewegen. Diese
Situation ist in Abb. 3 fiir E = E; dargestellt.
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Abbildung 3: Die eindimensionale Bewegung im zeitunabhangigen Potential.

Fiur E = E, in Abb. 3 sieht man eine andere Situation mit verschiedenen
Moglichkeiten. Falls sich das Teilchen beispielsweise zwischen Punkt C und
x = oo befindet, dann bleibt es in diesem Intervall und kann nicht links von
Punkt C gelangen. Falls sich das Teilchen andererseits zwischen A und B
findet, dann pendelt es zwischen den Punkten A und B hin und her. In diesem
Fall konnen wir die Umlaufzeit berechnen

T:V§ﬁ7ﬁ (5)

dx
VE-UX)
Diese zwel Punkte, x4 und xg, wo sich die Bewegung des Teilchens umkehrt,
konnen wir mit Hilfe der Gleichung

E = U(XA,B) (6)

finden. Dies sind die Punkte, an denen die kinetische Energie und dement-
sprechend die Geschwindigkeit des Teilchens Null ist.

Als Beispiel betrachten wir ein Teilchen mit der Masse m im Gravitations-
feld. Die Lagrangefunktion lautet

52
L= mTz — mgz. (7)

Zum Zeitpunkt ty = 0 befindet sich das Teilchen auf der Hohe z = h in Ruhe.
Wir wollen nun herausfinden, was danach passiert. Wir schreiben

h
m dz
t= —/—. (8)
V 2 vVE —mgz
z(t)
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Weil fiir gegebene Randbedingungen das Teilchen nach unten fliegt, haben
wir das Vorzeichen in Gl. (8) so gewahlt, dass beide Seiten dieser Gleichung
fiir z(t) < h positiv sind.

Die Energie E konnen wir mit Hilfe der Randbedingungen so ausdriicken

E = mgh. (9)

SchlieBlich berechnen wir das Integral in Gl. (8) und erhalten

t=\/% (o) VP2t = Sovizm o

Es folgt das bekannten Ergebnis

gt?
2(t) = h— - (11)

Als zweites Beispiel berechnen wir die Umlaufzeit fiir ein Pendel. Die La-

grangefunktion lautet
-2 mw2X2
L= T T (12)

Die Lagrangefunktion ist zeitunabhangig. Deswegen ist wieder die Energie E
erhalten. Wir schreiben

mx?  mw?x?
E = . 13
> T (13)
Die Umlaufzeit ist dann
xg(E)
dx
T(E)=+V2m / _— (14)
mw?x?
xa(E) 'V E— 2
Um die zwei Umkehrpunkte zu finden, 16sen wir die Gleichung
mw?x2
E= U(XA’B) = TAB (15)
und finden
2E
XA,B = Xp =+ (16)

mw?’
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Dann schreiben wir

T\/_/

=(x = x€) = \/ﬂ \/1_752 (17)

=(£%cos¢)=5/d¢=3

0

D.h. wir erhalten fir die Umlaufzeit

2T
T=— 1
o (18)

die damit E-unabhangig ist, wie wir in der vorigen Vorlesung diskutiert haben.

27



4 Dreidimensionale Bewegung

1. Zwei-Korper-Problem. Wir betrachten zwei Kérper, die miteinander wech-
selwirken. Die Wechselwirkung ist vom Abstand zwischen den Korpern abhangig.
Die Lagrangefunktion lautet
52 52
mqyr my s

L=—F—+—F—-Uh-nR) (1)

Wir konnen die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir r; und 1> aufstellen und ver-
suchen sie zu 16sen. Dass ist moglich, aber nicht effektiv. Ein besserer Weg
ist es, andere Koordinaten zu wahlen, welil die potentielle Energie nur von der
Differenz von r; und r» abhangt.

Dementsprechend nehmen wir ¥ = r; — 1> als eine neue Koordinate. Als
zweite neue Koordinate nehmen wir den Ortsvektor des Schwerpunktes des
Systems R. Dann gilt

min + moh
ms +m2

R= F=H—h. (2)

Wir driicken r; » durch 7 und R aus und erhalten

— mo

F— R my

—F B=R—-——TF (3)
my + mo mi + mo
Es bleibt nur, die Lagrangefunktion Gl. (1) durch R und 7 auszudriicken.

Wir erhalten

2
my [ 52 S . Mo mo 2
L=—|R +2R-r + r
2 ( m1+m2 <m1+m2) >

2 my + mop my + mop
my + myp =2 myms -2 s
= R —U(r
2 2(m1 + mz) ( )
Wir schreiben diese Lagrangefunktion als
M
L=§R+ﬁﬁ—wj (5)

wobei M = my;+m;, die Gesamtmasse und u = mym,/(my+ms) die reduzierte
Masse des Systems sind.
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Es ist offensichtlich, dass die Lagrangefunktion in Gl. (5) in zwei un-
abhangige Lagrangefunktionen aufgespalten werden kann. Diese Lagrange-
funktion beschreibt ein freies Teilchen mit der Masse M (die Bewegung des
Schwerpunktes) und die Bewegung eines Teilchens mit der Masse u im Po-
tential U(F). Die Bewegung des Schwerpunktes lautet

R(t) = Ry + Vit, (6)

wobei Ry und Vj der Ortsvektor an t = 0 und die (konstante) Geschwindigkeit
sind. Um 7(t) zu bestimmen, miissen wir die Bewegung eines Teilchens im
Potential U(F) untersuchen.

2. Bewegung im Zentralfeld. Wir betrachten jetzt die Bewegung eines
Teilchens im Zentralfeld U(r) = U(|r]) = U(r). Wir haben in der zweiten
Vorlesung diskutiert, dass in diesem Fall der Drehimpuls M = [F x p] erhalten
ist. Wir wollen diesen Fakt nutzen, um die Berechnung zu vereinfachen.

Aus der Zeitunabhingigkeit von M folgt, dass die Bewegung in einer Ebene
stattfindet, da in jedem Moment 7- M = 0 und §- M = 0 gilt. Falls wir die
z-Achse entlang des Vektors M wihlen, findet die Bewegung in der (x — y)-
Ebene statt.

Die Lagrangefunktion des Teilchens mit der Masse m im Zentralfeld lautet

mi
L =———U(r). (7)
2
Um die Bewegung in der (x — y)-Ebene zu beschreiben, fiihren wir Polarko-

ordinaten ein
X = rcosy, y =rsing, (8)

und erhalten _ _
mr?  mrlg?

L=+ =5 - U, (9)

Wir sehen, dass die Lagrangefunktion Gl. (9) zeit- und @-unabhangig ist.
Das bedeutet, dass die Energie

mr? mrlg?
=" TT% Ly, (10)
2 2
und der Drehimpuls
M = oL _ mr¢ (11)

erhalten sind.
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C E>0

Abbildung 4: Die eindimensionale Bewegung im Zentralfeld.

Wir benutzen Gl. (11), um ¢ durch M auszudriicken und erhalten

M

ol (12)

Y=
Wir ersetzen ¢ mit diesem Ausdruck in Gl. (10) und erhalten die neue Formel
fur die Energie

mi?

E= T‘f’ueﬂ’(r)' (13)

wobel
2

2mr2

Ueff(r) = +U(I’) (14)

Ist.

Wir sehen, dass die Bewegung eines Teilchens im Zentralfeld zu einer ein-
dimensionalen Bewegung im Potential Ues(r) reduziert werden kann; wie man
mit eindimensionalen Problemen umgeht, haben wir in der vorherigen Vorle-
sung diskutiert. Dementsprechend schreiben wir die Formel, die uns implizit
die Trajektorie des Teilchens liefert

w o
m r

T YLy — 15

’ 2/ E — Uer(7) =

Wie sich ein Teilchen im Zentralfeld bewegt, konnen wir quantitativ mit
Hilfe von U (r) analysieren. Falls U(r) = 0 ist, ist Ues(r) > 0 fiir alle r und
unendlich bei r = 0. Das bedeutet, dass sich das Teilchen immer zwischen
r = rmin Und r = oo bewegt und es keine raumlich beschrankte Bewegung
gibt.
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Falls U(r) < 0 ist, gibt es mehrere Moglichkeiten, siehe Abb. 4. Ange-
nommen das Potential verhalte sich asymptotisch wie

Uur)|rsoe ~—ar™". (16)

Falls n < 2 ist, dann kann das Teilchen das Kraftzentrum nicht erreichen und
falls n > 2 ist, kann das Teilchen bis zum Kraftzentrum fallen. Es kann auch
passieren, dass das effektive Potential ein Minimum hat (r = ry in Abb. 4).
In diesem Fall kann eine endliche Bewegung stattfinden (das Teilchen kann
zwischen den Punkten A und B in der Skizze pendeln). Falls die Energie E
gleich U ist, ist die Trajektorie ein Kreis mit dem Radius r = rg.

Die Bewegung eines Teilchens in der Ebene beschreiben wir mit einer
Trajektorie r = r(w). Wir kdnnen diese Trajektorie bestimmen, indem wir
erst die Bewegungsgleichungen I6sen, r(t) und ¢(t) finden und dann r(t) als
eine Funktion von @(t) ausdriicken. Wir konnen aber auch die Abhangigkeit
r(t) von @(t) finden, ohne zuerst die Losungen der Bewegungsgleichungen
zu konstruieren.

Betrachten wir dazu die zwei Differentialgleichungen

dr 2 do M
& = \/E (E - UefF(r)): E - W: (17)

die wir aus den Definitionen der Energie und des Drehimpulses erhalten, und
driicken dr durch d¢ aus. Wir erhalten

dr  mr? /2
do- M Vm (E = Ues(r)), (18)

Es folgt

© — o = M / r (19)
" V2m) PJE = Us(F)
Fir eine endliche Bewegung kdonnen wir ausrechnen, um wie viel sich ¢

wahrend eines Umlaufs zwischen den zwei Umkehrpunkten ra und rg andert;
wir erhalten

pp— 2M i dr (20)
v2mJ) P\/E — Us(r)
ra
wobel ra g aus folgender Gleichung folgen
E = Ueﬂf(rA'B). (21)
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Eine endliche Trajektorie kann entweder geschlossen oder offen sein. Eine
Trajektorie ist geschlossen, falls

Ao =21 E, (22)
Ny
wobei n; und n, ganze Zahlen sind. Falls die Trajektorie offen ist, dann wird
ein Teilchen nach unendlicher Zeit jeden Punkt auf der (r — ¢)-Ebene mit
ra < r < rg mindestens einmal besuchen; fiir eine geschlossene Trajektorie ist
das nicht den Fall. Es gibt nur zwei Potentiale, U(r) = —a/r und U(r) = kr2,
iIn denen alle endlichen Trajektorien geschlossen sind.
3. Kepler-Problem. Unter dem Kepler-Problem versteht man die Be-
schreibung der Bewegung im Potential

U(r) = —%. (23)

Dieses Potential beschreibt die Gravitationswechselwirkung zwischen Plane-
ten, die elektrische Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen usw. Die
Kopplungskonstante o kann entweder positiv (anziehende Kraft) oder nega-
tiv (abstoBende Kraft) sein.

Wir fangen mit einer positiven Kopplungskonstante o an. In diesem Fall
besitzt das effektive Potential ein Minimum
M? a dUeff(f) M?

=0, =rn=—. (24

2mr2  r’ dr |,_, mo
=ro

Ueff(f)

Der minimale Wert der effektiven Energie ist

2
o maot
Ueff(rO) - Umin - _2_/b - _2M2- (25)

Wir betrachten zunachst den Fall, dass die Energie des Teilchen gleich der
minimalen effektiven Energie ist, E = Upyin. In diesem Fall ist r(t) = ry und
die Trajektorie ist ein Kreis. Die Umlaufzeit konnen wir ausrechnen, indem
wir den Zusammenhang zwischen ¢ und M betrachten

M mao?

e VR (26)

Das bedeutet, dass das Teilchen sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
bewegt; die Umlaufzeit ist dann

2m 2mmre  2mwM3 m
T =— = T = 0 — = —_— 27
Q' M maZ 2 \/ 2|E]3’ (27)
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wobei wir das Verhaltnis zwischen £ = U,in und M benutzt haben.

Als nachstes betrachten wir den Fall Uyin < E < 0. Das Teilchen dreht
sich um das Kraftzentrum und pendelt zwischen zwei Radiuswerten ra 5. Um
die Trajektorie zu bestimmen, miissen wir in Gl. (19) das Integral ausrechnen.
Als ersten Schritt schreiben wir E — Ueg(r) um

2
E(E Uerl(r) = - m tor - mr M

2E 2« M? a? 2E M a)?
mr  m2r2 M2 - (28)

Es ist einfach zu sehen, dass

o? 2E 2E 2Umin 2
— = — (E — Unin 0. 29
e = ) > (29)
Wir wollen das Integral ausrechnen
M/ dF
— o= — : (30)
T )

Es ist nun hilfreich, zwei Variablentransformationen zu machen. Als erstes
fiihren wir die neue Variable £ ein,

=~

(31)

und erhalten dann

Con = / +E-(M£_%)2. (32)

1/r

Dann machen wir die zweite Variablentransformation, indem wir statt £ eine
weitere Variable 6 einfiihren

m a2 2E
£_M< M2+ c059+M> (33)

Wenn wir die Variablentransformation in Gl. (32) durchfiihren, bekommen wir

w—woz—/dezeo, (34)
o

0y = arccos M _ o / a2+2E
0 mr M M2 m

wobei

(35)




Wir konnen jetzt den Radius r durch den Winkel ¢ ausdriicken (wir setzen
©wo — 0 ein) und erhalten

p

= 36
: 14 ecosp (36)
wobei der Parameter p und die Exzentrizitat e durch
M? 2EM?
= —, e = 1 + > (37)
ma mao

gegeben sind. Wir sehen, dass e < 1 ist, weil die Energie E fiir endliche
Bewegung negativ ist.

Die Trajektorie in Gl. (36) ist offensichtlich geschlossen und, geometrisch
gesehen, eine Ellipse. Um das explizit zu machen, erkennen wir, dass r cos ¢ =
x und r = y/x2 4+ y2, wobei x und y kartesische Koordinaten sind. Es folgt
aus Gl. (36)

r+ercosp=p =r+ex=p =>r=p—ex = (x>+y?) =(p—ex).
(38)

Wir konnen die letzte Gleichung umschreiben und die Formel einer Ellipse
erreichen

(x —x0)? | y?
wobel
ep p p
=— =— b= —nu. 4
X0 1_ 2 a 1_ e 1o (40)

Es ist klar, dass Trajektorien mit kleinen e-Werten wie ein Kreis aussehen
und Trajektorien mit e-Werten in der Nahe von e = 1 entlang der x-Achse
gestreckt sind.

Wir konnen jetzt die Umlaufzeit um das Kraftzentrum berechnen. Wir
benutzen dazu den Zusammenhang zwischen M und dy/dt

de
M = mr*== 41
mr it (41)
und schreiben 24 2
dt = mr ey _ mp 2y (42)

M M(1+ ecosp)?
Die Umlaufzeit T ist dann

27
_p’m de

T = .
M (14 ecosp)?
0

(43)
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Um dieses Integral auszurechnen, fiihren wir eine Hilfsvariable a ein und
schreiben

_p’m . 0l(a)
T ()
wobel
2m q
B ®
/(a)_/a+ec05(p (45)
0
Ist.

Weil wir iiber alle Werte von ¢ integrieren, ist es offensichtlich, dass

2m q 2m q
/_‘P :/—‘” . (46)
a—+ ecose a— ecosy
0 0
Es folgt
- 1 1
I(a) ==/ d
(a) 2/ (p{a+ec05(p+a—ecosd)}
0
27 d /2 d
2 2
= - =4 _ 47
a/aQ—e%osQ(p 3/32—62C052(p (47)
0 0

Wir machen dann eine Variablentransformation ¢ — £, wobei

£ =tangp, (48)
sodass 1
dp = cos?p d¢, cos’p = e (49)
Die Integrationsgrenzen sind
s
O<(p<§ = 0< &< oo. (50)
Wir erhalten dann
_ 437 de eVE, 4 7 o om
TV F-erae T Jz-e) 1+ JE-e
0 0
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Wir leiten /(a) nach a ab, setzen a = 1 ein und erhalten die Umlaufzeit

_p’m o _ 2mp’m [ m
T—W( 1) a/(a) = /\/I(l—e2)3/2 =TT 2‘E|3 (52)

a=1

Das Teilchen, das sich im Potential U(r) = —a/r bewegt, kann auch
positive Energie haben. In diesem Fall ist die Bewegung unbeschrankt (das
Teilchen kommt aus dem Unendlichen und verschwindet auch wieder ins Un-
endliche). Fast alle Formeln, die wir vorher hergeleitet haben bleiben giiltig,
aber weill E > 0 ist, ist auch e > 1. D.h., dass die Trajektorie

p

=— 53
d 14 ecosp (53)

eine Hyperbel ist. AuBerdem bedeutet das, dass der Winkel des Teilchens ¢
nur zwischen o = arccos(—e™1) und 2m — g definiert ist

o < @ < 2T — @q. (54)

Bei ¢ = @q oder ¢ = 21 — g ist Betrag des Ortsvektors r unendlich.
Im Fall einer abstoBenden Kraft sind alle Bahnen unbeschrankt. Die Tra-

Jektorien sind Hyperbeln

p
= 55
d —1+4 ecosp (55)

Die Ausdriicke fiir p und e stimmen mit den vorherigen Ausdriicken (iberein.

4. Runge-Lenz-Vektor. Fiir ein Teilchen, das sich im Potential U(r) =
—a/r bewegt, gibt es eine zusatzliche ErhaltungsgroBe. Es ist moglich, aber
nicht gerade leicht, diese ErhaltungsgroBe mit dem Noether-Theorem zu ver-
binden. Die ErhaltungsgroBe heiBt Runge-Lenz-Vektor und lautet

- - r
A= [5>< /\/I] — moe. (56)

Wir wollen beweisen, dass der Vektor A in der Tat erhalten (zeitun-
abhangig) ist. Um das zu demonstrieren, berechnen wir die Zeitableitung und
zeigen, dass sie verschwindet. Die Ableitung lautet

dA PR mar  mafFdr
il R B s (57)
Wir benutzen dann
dr d —— r-r
a- T s
P= "7 r3



und berechnen

[5>< /\7/] - —% 7 x [F x fl] = —% (F(F- ) — pP?) . (59)

Wir setzen diese Ergebnisse in Gl. (57) ein und finden dass dA/dt = 0 ist.

Jede ErhaltungsgroBe hilft uns, die Bewegungsgleichungen zu I6sen. Das
gilt auch fiir den Runge-Lenz-Vektor, den wir verwenden konnen, um die
Trajektorie des Teilchens im Zentralfeld U(r) = —a/r zu bestimmen. Dazu
multiplizieren wir den Vektor A mit dem Ortsvektor des Teilchens 7

7-A=Arcoso, (60)

falls wir die x-Achse entlang des Vektors A wahlen. Anderseits gilt

FoA=F- ([5></\7/]—@> — W2 — amr. (61)
Daraus folgt die Trajektorie
/\//2

(62)

'= am (14 2 cosp)’

Wir vergleichen diesen Ausdruck mit Gl. (37) und finden, dass e = A/(am)
Ist.
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5 Streuung von Teilchen

Die Streuung von Teilchen ist eine wichtige indirekte Methode, um physi-
kalische Systeme zu untersuchen, die wir anders gar nicht erreichen konnen.
Streuexperimente funktionieren folgendermaBen: wir schicken ein Teilchen mit
gegebenem Impuls von |F] = oo in die Richtung des Kraftzentrums. Das Teil-
chen wechselwirkt mit dem Kraftzentrum und, falls es genug Energie hat
oder falls die Wechselwirkung abstoBend ist, fliegt es ins Unendliche zurtick.
Wir studieren das Verhaltnis zwischen dem sogenannten StoBparameter und
dem Streuwinkel und versuchen aus diesem Verhaltnis Erkenntnisse tiber das
Kraftfeld zu gewinnen.

Wir werden uns hier nur mit Zentralkraften beschaftigen. In diesem Fall
sind die Energie und der Drehimpuls erhalten. Die Werte der Energie und des
Drehimpulses konnen wir also an einem beliebigen Punkt der Bahn, insbeson-
dere bei |F] = oo, ausrechnen. Dort haben wir

lim U(r) — 0. (1)

r—o0

Fir unser Teilchen bedeutet das, dass das Teilchen bei = oo nur kinetische
Energie hat. Falls wir die Geschwindigkeit des Teilchens bei |F] = co mit v,
bezeichnen, lautet die Energie

2

mv.
E=—=. 2
. (2)
Wir parametrisieren den Ortsvektor 1 als
r=2z& +p, € -p=0. (3)
W
4

origin

Abbildung 5: Skizze zum Streuexperiment.
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und definieren ¥ = oo als z — oo. Die Geschwindigkeit bei 7= oo ist parallel
zur z-Achse Vo, = Vo E;.

Wir berechnen dann den Drehimpuls. Weil dieser eine ErhaltungsgroBe ist,
konnen wir den bei ¥ = oo ausgerechneten Drehimpuls wahrend des gesamten
StoBprozesses verwenden. Wir erhalten

M=[Fxpl=m[(z& + ) x Vs] = m[F X V], (4)

sodass
M = |M| = mvsp. (5)

Der Streuwinkel 6. (siehe Abb. 5) ist abhangig von r

(6)

My
Osc(r) = m / FQ\/% (E - UefF(F)).

Der minimale Wert von r ist ry, und den vollen Streuwinkel schreiben wir als

OOdr 1
0=m—20(tmin) =T —2 /— . 7
(1) 0| = (7)

Diese Gleichung erlaubt es uns, die Abhangigkeit des Streuwinkels vom StoB-
parameter p zu bestimmen.
Wir stellen uns nun vor, dass wir einen Strahl von Teilchen mit der Energie
E aus dem Unendlichen zum Kraftzentrum schicken. Die Dichte der Teilchen
in dem Strahl ist n. Die Zahl der Teilchen, die durch die Flache 2mwpdp pro
Zeiteinheit fliegen ist
dN = 2mpdpnvs,. (8)

Diese Teilchen werden um den Winkel 6(p) gestreut. Der Teilchenstrom J ist
J = nv,. Der Wirkungsquerschnitt ist dann das Verhaltnis zwischen der Zahl
gestreuter Teilchen und dem Teilchenstrom der einfallenden Teilchen

do = # = 2mp(0)dp(H). (9)
Der Wirkungsquerschnitt hat also die Dimension einer Flache. Er kann so
interpretiert werden, dass dem Streuprozess eine fiktive Flache zugeordnet
wird, die gerade so groB ist, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein einfallen-
des punktformiges Teilchen diese fiktive Flache trifft, der Wahrscheinlichkeit
entspricht mit der das Teilchen gestreut wird. Diese Flache muss nicht mit
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dem geometrischen Querschnitt des Streuzentrums tibereinstimmen, wie wir
Im Folgenden sehen werden.
Der Wirkungsquerschnitt ist eine Funktion des Streuwinkels. Wir schreiben

d
do = 27p(6) ‘£ d6. (10)

Den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten wir, indem wir do liber alle moglichen
Streurichtungen, also iiber 8 von 8 = 0 bis 8 = T, integrieren

s

do

0

Als Beispiel betrachten wir die Streuung an einer harten, unendlich schwe-
ren Kugel mit dem Radius R. Die entsprechende potentielle Energie lautet

TORS A (12

In diesem Fall ist der minimale Abstand zwischen Mittelpunkt der Kugel
und dem Teilchen ryin = R. Wir verwenden dann GI. (7) und erhalten

rfdr 1
9:7T—2,0/—r— (13)
r /1 R
R r2
Es ist offensichtlich, dass eine Streuung nur fiir p < R stattfindet.
Wir fiihren eine Variablentransformation ein, r — &, wobel
0
r== 14
¢ (14)
und erhalten
p/R de
O=mm—-2 | ——. (15)
V1-—¢2
0
Wir substituieren €& = sin @ und finden nach der Integration
6 = m — 2arcsin (ﬁ) . (16)
R

Im hier betrachteten Fall der Streuung an der harten, unendlich schweren
Kugel entspricht dies gerade der geometrischen Situation, dass das einfallende
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Teilchen, entsprechend seinem StoBparameter p, an der Oberflache der Kugel
gemaB “Einfallswinkel = Ausfallswinkel” gestreut wird.
Wir schreiben Gl. (16) um als

6
o= Rcosi. (17)

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung
|do/d6|. Wir erhalten

do Rsinf/2
Der differentielle Wirkungsquerschnitt ist dann
do 2mp(0) |dp
dcos§  sinf |dE| (19)
Wir erhalten
do  2mR%*cosgsing  wR? (20)
dcosf 2siné 2
Somit lautet der totale Wirkungsquerschnitt
/ d
_ ° _ . p2
a-/dcos@dcose TR~ (21)

-1

Hier stimmt also der totale Wirkungsquerschnitt mit dem geometrischen
Querschnitt der Kugel iiberein.

Als zweites Beispiel betrachten wir die Streuung am Potential U(r) =
(die sogenannte Rutherford-Streuung). Die Formel fiir den Streuwinkel lautet

r dr
9:7T—2p/ . . ,
/ a
Fmin r’y/1- % T mver

wobel v = v, ist. In der obigen Formel konnen wir ry,;, bestimmen, indem wir
die Nullstellen der Wurzel im Nenner finden.
Wir schreiben

2 2 2 2
- :1+O‘——(3+ = ) (23)

r2 mver m2v4p? ro mv2p

(22)

fiihren eine Variablentransformation r — £ ein

0 a a?
r e =\ g e (24)
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und erhalten

a? o a \’ a? .,
1+ AR (7 + mv2p> = (1 + —m2v4p2) (1—sin*¢). (25)

Der Punkt ryi, entspricht £ = /2 und r = oo entspricht

&lr=oo = &0 = arcsin __m (26)

Wir fiihren diese Variablentransformation in Gl. (22) aus und erhalten

/2 o

9:7r—2/d£:2§o:2arcsinﬂ. (27)

1) V 1+ m2vAp2

Diese Gleichung formen wir zu

04
6 o

sin 5 = — =t (28)
\/ 1+ m2v4p2

um und driicken p als Funktion von 6 aus. Wir erhalten

= (29)

p= mv2tan g
Das ist der gesuchte Zusammenhang zwischen dem Streuparameter p und
dem Streuwinkel 6.

Um den Wirkungsquerschnitt zu berechnen, brauchen wir die Ableitung

von p nach @; sie lautet

‘ _ 1 1 (30)

mv2 tan?£2cos? &

Wir sind letztendlich in der Lage, den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu
berechnen. Wir erhalten

do
d cos@

_ 2me9) 1do (5= )2914 (31)

sind |do 2mv?2 in g

2mo(6) |2t

dcos@

Im Prinzip sollten wir den totalen Wirkungsquerschnitt erhalten, indem
wir do/d cos 8 liber cos@ integrieren. Es ist aber einfach zu sehen, dass das
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Integral unendlich ist. Das Problem entsteht durch die Integration uber den
Bereich kleiner Winkel. Bel 8 < 1 gilt

.6 0 _ do do a \2327
S|n§ ey dcos@ = sin 6df ~ 6d6, Tcost S ada ~ (2mv2> o
(32)
Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann in der Tat unendlich
r do a \2 [327
Otot — /@ do ~ (W) /? df = oo. (33)

0 0

Wir haben zwel Beispiele gesehen — im ersten Beispiel war der totale
Wirkungsquerschnitt endlich und im zweiten Beispiel unendlich. Wir haben
auch gesehen, dass der Wirkungsquerschnitt fiir Rutherford-Streuung wegen
der Kleinwinkelstreuung unendlich ist. Kleinwinkelstreuung findet bei groBem
Streuparameter statt, wo die Wechselwirkung schwach ist und die Bewegung
des Teilchens nur wenig beeinflussen kann.

Um das besser zu verstehen, betrachten wir den Limes kleiner Kraft oder,
aquivalent, den Limes sehr hoher Energie. Falls das Teilchen entlang der z-
Achse fliegt und in der x-Richtung in der (x — z)-Ebene gestreut wird, finden
wir den Streuwinkel als

sinf = p_;( (34)

z

Weil die Kraft klein ist, ist es auch der Streuwinkel; deswegen
sinf ~ 60 < 1, px K P, p, ~ mv. (35)
Wir konnen dann p, ausrechnen, indem wir die Bewegungsgleichung

dpy
dt

iber die Zeit integrieren. Wir erhalten

= Fu(x(t), z(t)) (36)

e}

P = / dt Fo(x(1), 2(t)). (37)
In diesem Integral wollen wir fiir x(t) und z(t) die ungestorte Trajektorie
einsetzen, d.h. x(t) = p und z(t) = vt.
Die Kraft berechnen wir, indem wir das Potential nach x ableiten
~ou(r) _ du(r)x
ox dr r’

Fy = (38)
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Dann erhalten wir

N oog du(r)
mv mv r dr

—00

39
B 59

Das Integral ist symmetrisch in t, sodass wir stattdessen von t = 0 bis t = oo
integrieren und mit einem Faktor 2 multiplizieren. Wir machen dann eine
Variablentransformation t — r = y/v2t2 + p2, sodass

dt = ———, (40)

und erhalten -
20 dr du(r)

mv2 | 2 —p2 dr
0

Mit dieser Formel konnen wir die Kleinwinkelstreuung analysieren. Wir
nehmen an, dass sich das Potential asymptotisch bei r — oo wie eine Potenz
von r verhalt

0= —

(41)

U ~= r- (42)

Die Abhangigkeit des Streuwinkels von p konnen wir mit Hilfe von Gl. (41)
ausrechnen

o— 2pan v dr r=p¢ 20N 70 dé o on (43)
T omv2 1y /12 — o2 T mv2pn gl /g2 1 =e
0
D.h.
o6 (44)
sodass der differentielle Wirkungsquerschnitt lautet
do 1

Der totale Wirkungsquerschnitt ist dann

a6
/ 9% 4 ~ / s = 00 (46)

Das bedeutet, dass in der klassischen Mechanik die totalen Wirkungsquer-
schnitte fur alle Potentiale unendlich sind, auBer fir solche, die eine endliche
Reichweite haben.
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6 Kleine Schwingungen in einer Dimension

1. Freie Schwingungen: Eine sehr wichtige Art von Bewegungen sind kleine
Schwingungen. Der Grund dafiir ist, dass diese Bewegungsart immer wieder in
sehr vielen physikalischen Systemen auftritt, die sich in der Nahe von Gleich-
gewichten befinden. Daher stellen kleine Schwingungen eine universelle Art
von Bewegungen dar, die von den Eigenschaften des konkreten Systems fast
unabhangig sind.
Um diese Aussagen zu illustrieren, betrachten wir eine Lagrangefunktion
mx?
L=———-U(x). (1)
2
Das Potential U(x) ist beliebig; das Einzige, was wir brauchen ist, dass U(x)
ein Minimum hat. Nehmen wir an, dass das Minimum des Potentials U(x)
bei x = xp liegt. Uns interessiert die Bewegung des Teilchen in der Nahe des
Minimums.
Um das zu beschreiben, fiihren wir die neue Koordinate x = xy+ £ ein und
erhalten _
mé?

L=—--Ubo+8). (2)

Weil € per Konstruktion klein ist, konnen wir U(xy + £) in eine Taylorreihe

entwickeln. Wir erhalten

dU(x)
dx

1 d?U(x)
£+§ dx2

X=Xp X=

Ulxo +€) = U(x) +

£+0E) 3

Da xp ein Minimum des Potentials U(x) ist, gilt dU/dx|c—,, = 0. Deswegen
konnen wir die Lagrangefunktion Gl. (2) fiir kleine £'s so schreiben

B m£2 k£2
L= ~—7% ()
wobel ©U()
X
k= dx? |, (5)

ist. Der Parameter k ist positiv, weil xp ein Minimum ist. Wir haben in Gl. (4)
alle O(£")-Beitrage, n > 3, vernachlassigt weil wir uns nur fiir die Bewegung in
der Nahe des Minimums interessieren. Wir sehen, dass die Lagrangefunktion
in Gl. (4) universell ist, das Einzige was vom konkreten Potential des Systems
abhangt, ist der Parameter k, der durch die zweite Ableitung der potentiellen
Energie am Punkt des Minimums gegeben ist, siche Gl. (5).
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Als Beispiel betrachten wir zwei Potentiale

Us (x) = —%x2 + ot (6)
" Us() = — 0 (7)
2T cosh?(yx)”

Die Potentiale sind unterschiedlich. Trotzdem gibt es in beiden Fallen Minima.
Fir U; gibt es zwei Minima, bei x = £+1/a/8, und fiir U, ist das Minimum
bei x = 0. In der Nahe des Minimums bei x = x, = \/a/B kénnen wir U; als
Taylor-Reihe darstellen und erhalten
a? 1 ) 3
Ui(x) = =2 + 5(20) (x = x)" + O((x = x)°)- (8)
g 2
Wir nehmen die Entfernung von Xx, als die neue Koordinate £ = x — x, und
erhalten fiir U;(x)
k = 2a. (9)

Analog konnten wir fiir das andere Minimum vorgehen.
Fir U, konstruieren wir die Taylor-Reihe in der Nahe von x = 0 und
erhalten
UQ(X) = —Uo + ’YzU0X2 + O(X3). (10)

Das bedeutet, dass in diesem Fall
k = 2Uyy? (11)

Ist.
Wir konzentrieren uns jetzt auf die universelle Lagrangefunktion, die kleine
Schwingungen beschreibt, Gl. (4). Die Euler-Lagrange-Gleichung

ergibt )
mé + k€ = 0. (13)
Die Losung dieser Gleichung ist
&(t) = Acos(wt + ), (14)
wobei p
W=y, (15)



ist, und A die Amplitude und ¢ die Phase der Schwingungen heiBen. Die
Amplitude und die Phase bestimmt man durch die Randbedingungen.

2. Erzwungene Schwingungen: Wir betrachten jetzt die Situation, in
der eine externe zeitabhangige Kraft die Schwingungen beeinflusst. Fiir klei-
ne Schwingungen ist die externe Kraft £&-unabhangig. Die Lagrangefunktion

lautet _
mé2  muw?€?

L:T_ > + EF(1). (16)
Daraus folgt die Bewegungsgleichung
. F(t
€+ w€ = Q. (17)
m

Einen wichtigen Fall einer externen Kraft stellen harmonische Krafte dar,
also Krafte der Form
F(t) = Focos(yt 4+ B3). (18)

Um GI. (17) zu l6sen, schreiben wir £ als eine Linearkombination aus der allge-
meinen Losung der freien (homogenen) Gleichung und der speziellen Losung
der inhomogenen Gleichung

£(t) = Acos(wt + @) + Af cos(yt + ). (19)

Wir benutzen diesen Ansatz in Gl. (17) und erhalten
Fo

J— 2 2 _— —
Ar (=7 + w?) o (20)
sodass r
Ap= ——2— 21
T om (W) (1)
Die vollstandige Losung ist dann
t)=A t —_— t . 22
£(1) = Acos(wt +9) + s cos(yt + ) (22)

Die Randbedingungen konnen wir erfiillen, indem wir die zwei Parameter der
freien Losung A und ¢ geeignet wahlen.

Aus Gl. (22) wird ersichtlich, dass der Fall v = w singular ist. Um diesen
Fall zu analysieren, miissen wir den Limes v — w sorgfaltig berechnen. Zum
diesen Zweck redefinieren wir die allgemeine Losung und schreiben Gl. (22)
um

£(t) = Acos(wt + @) + FO_ ) (cos(yt +B) — cos(wt +B)). (23)

m (w?
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Dann benutzen wir

cos(yt + B) — cos(wt +B) = 2sin((y + w)t/2 + B) sin((w — v)t/2)

24
~ (w—y)t sin(wt + B). (24)
Wir setzen diesen Ausdruck in Gl. (23) ein und erhalten
E(t)|yew = Acos(wt + ”)+isin(wt+ﬁ) (25)
me )T e '

Wir sehen, dass im Fall v = w (Resonanzfall) die Amplitude linear mit der Zeit
wachst. Das bedeutet, dass wir nach einer bestimmten Zeit nicht mehr von
kleinen Schwingungen reden konnen, weil € einfach zu groB wird. Wir werden
spater diskutieren, was mit der Resonanz passiert, falls wir Reibungskrafte
berticksichtigen. Zunachst aber gehen wir zuriick zu Gl. (17) und diskutieren,
wie diese Gleichung fiir allgemeine Kraft F(t) gelost werden kann.

Wir schreiben die Gl. (17) um

£+ w? = |:%+/.UJ:| l%—/w}&:?. (26)
und fiihren eine neue Variable ein
d

[& - /w} £ = o(t) (27)

Die Gleichung fiir p sieht so aus

Fo), (28)

{% + iw] p(t) =

Das ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, sodass es einfach ist, die
Losung zu finden.

Wir suchen nach einer speziellen Losung mit Hilfe der Methode, die “Va-
riation der Konstanten” heiBt, und schreiben

o(t) = C(t)e "™t (29)
Wir setzen diesen Ansatz in der Differentialgleichung fiir C(t) ein und erhalten

ac(t)  F()
i m

iwt. (30)

Direkte Integration ergibt
t F
C(t) = /d'T r(;—) e, (31)

0
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Um &(t) zu finden, benutzen wir die Definition von p, Gl. (27). Weil wir
eine reelle Losung £(t) suchen, folgt aus Gl. (27) folgende Gleichung

£(t) = —Im [@] . (32)

w

Wir berechnen den Imaginarteil und erhalten die spezielle Lésung fiir eine
beliebige zeitabhangige Kraft

t

&(t) = /d’?’ Fn(;)

0

sin(w(t — 7). (33)

3. Freie Schwingungen mit Reibung: Was passiert mit den Schwingun-
gen, wenn eine Reibungskraft vorhanden ist? Wir nehmen an, dass die Rei-
bungskraft proportional zur Geschwindigkeit ist, frx = —2mk&, und erhalten
die Bewegungsgleichung

£+ 2k€ + w2 =0, (34)
Um diese Gleichung zu losen, suchen wir Losungen in der Exponentialform
€ = Ae™t. (35)
Wir setzen diesen Ansatz in Gl. (34) ein und erhalten eine Gleichung fiir A
— A+ 2ikX +w? = 0. (36)
Es gibt zwei Losungen

A = ik + Vw? — K2, (37)

Wir konnen aus diesen zwei Losungen die allgemeine Losung flir Schwin-
gungen mit Reibung konstruieren

£(t) = Re [Ae™! + Ae™ 1], (38)

wobel A; » zwei komplexe Konstanten sind.
Es ist nutzlich, zwei Falle zu unterscheiden. Fiir schwache Reibung gilt
w > K. In diesem Fall sieht die allgemeine Losung so aus

£(t) = Ae " cos (wt\/ 1-— Z—z + <p> (39)
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Flr starke Reibung ist K > w, so dass A+ imaginar sind. Dann

g(t) _ Ale—t(n-&-\/M) _f_Aze—t(K—\/m)' (40)

wobei A; , reell sind.

4. Erzwungene Schwingungen mit Reibung: Wir betrachten dann die
erzwungenen Schwingungen mit Reibung. Die Kraft ist harmonisch. Die Be-
wegungsgleichung lautet

. : F
€+ 2k +w?é = EO cos(yt + ). (41)
Wir suchen nach der speziellen Losung
¢ = Ae/OVEHP) 4 Axei(VEH0) (42)

Die gleiche Zerlegung konnen wir fiir den inhomogenen Term auf der rechten
Seite benutzen,

Fo Fo (vt Ci(yts
cos(yt 4+ B) > (e +e ) (43)

Weil die Funktionen e/t und e=/"*+8) unabhingig voneiander sind, konnen
wir die Gleichung in zwei Gleichungen aufteilen, jeweils eine fiir jede der Ex-
ponentialfunktionen. Aus beiden Gleichungen folgt fiir A

Fo

=+ 2ikY)A =
(W ="+ 2iky)A = 5

(44)

Es folgt
Fo 1
A= — —. 45
2m w? — %+ 2iKk7y (45)

Es ist niitzlich, die komplexe GroBe A als Betrag und Phase umzuschreiben;
wir erhalten

F ¢
A=10 ° , (46)
2m [ ) - Ay
mit 5
¢ = arctan % (47)
Die spezielle Losung folgt
£(t) = Ae/(7t+0) + Are—i(VtH0) — @ COS(’Yt B+ d)) (48)

m \/(wz —42)2 + 4K2y2
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Abbildung 6: Der Betrag der Amplitude £ und die Phase ¢ der erzwungenen
Schwingung mit Reibung, Gl. (47,48) in Abhangigkeit von . Wir benutzen
folgende Parameter: w =2, Kk = 0.1 und Fy/(2m) = 1.

Wir sehen, dass flir Schwingungen mit Reibung eine relative Phase zwi-
schen der Kraft und der Verschiebung £(t) existiert. Im Resonanzfall ist die
Amplitude der Schwingungen endlich

F 1 F
lim — =2 (49)
y—w m \/(w2 — 72)2 4 422 2mKw
aber die relative Phase andert sich ganz plotzlich bel v = w
_ T _ ™
A= 5 Ale?=2 50
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7 Kleine Schwingungen mit vielen Freitheitsgraden

Wir betrachten ein mechanisches System mit N Freiheitsgraden, welches wir
mit folgender Lagrangefunktion beschreiben

LZza/j(Ch,---,CIN)qfdj_U(Chv---:qN)- (1)

Wir nehmen an, dass die potentielle Energie U(qi, ..., gn) ein Minimum fiir
g = qo,, ' =1,..., N, hat.

Die Bewegung des Systems in der Nahe von ¢ = (g1, G2, ..., gn) = Qo ist
eine Schwingung. Um die Bewegung des Systems in der Nahe von § = Gy
zu beschreiben, entwickeln wir die Lagrangefunktion in eine Taylorreihe in
€ = §— §,. Die Auslenkungen |€] sind klein; wir entwickeln U(q, ..., gn) bis
zur zweiten Ordnung in £ und vernachladssigen alle Terme hoherer Ordnung.

Die Lagrangefunktion Gl. (1) enthalt auch die kinetische Energie, die wir
ebenfalls entwickeln missen. Um das zu machen, nutzen wir, dass die Ge-
schwindigkeiten d; = &; genauso klein sind wie &; selbst. Der Grund dafiir
ist das Verhiltnis zwischen den Geschwindigkeiten & und den Amplituden &;,
€ ~ wé;, das fiir Schwingungen gilt, wobei w die Frequenz der Schwingung

entspricht. Das bedeutet, dass die kinetische Energie > a;;(q1, ..., gn)dig; in
iJ

Gl. (1) schon eine GroBe zweiter Ordnung ist, sodass wir in der Funktion

aij(q1, ..., qn) qi mit qo; ersetzen kdnnen. Wir bezeichnen

1
aii(doy, - Qo) = 5y o)

und schreiben die entwickelte potentielle Energie als

1
U(qr, ... an) = Up + §kij€/£jy (3)
wobeli U
kij = G=ai 4
7 quaqjlq qo ( )
sind.

Letztendlich erhalten wir die universelle Lagrangefunktion, die kleine Schwin-
gungen von Systemen mit vielen Freiheitsgraden beschreibt

1 y
L=5 D (€& — ky€i€)). (5)

/J
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Die Koeffizienten m;; und k;; sind per Konstruktion symmetrisch
mj = mji, K = Kii. (6)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

doL oL N
EG_EI ~ B¢ = Z mij&; + kugj = (7)

J=1

Diese Gleichungen konnen wir wie eine Matrizengleichung schreiben
mE+kE=0, (8)
wobei die Matrizen 1, k die Elemente m;; und k;; haben.

Um die Losungen der Matrizengleichung zu finden, nehmen wir an, dass
das System mit der bestimmten Frequenz w als Ganzes schwingt. Wir schrei-

ben dann ‘
£ =Re[de“™?], (9)

setzen diesen Ansatz in Gl. (8) ein und erhalten
[—w’m+ k] a=0. (10)

Aus Gl. (10) konnen wir die Frequenzen w und die Amplituden & der
Schwingungen erhalten. Das passiert in folgender Weise: Die homogene li-
neare Gleichung Gl. (10) hat nicht-triviale®> Losungen fiir die Amplitude & nur
dann, wenn

det [-w?m + k] = 0. (11)

Die Eigenfrequenzen des Systems folgen aus dieser Gleichung. Fiir ein System
mit N Freiheitsgraden gibt es N Eigenfrequenzen, wovon aber mehrere entar-
tet (also gleich) sein konnen. Nachdem die Frequenzen bekannt sind, konnen
wir die Amplituden aus Gl. (10) bestimmen.

Die Eigenfrequenzen und Eigenamplituden haben wichtige Eigenschaften.
Wir konnen beispielsweise zeigen, dass alle Frequenzen reell sind. Um das zu
tun, multiplizieren wir GI. (10) mit dem transponierten Vektor & und erhalten®

w? = ﬁ. (12)
ajmija;

3“Nicht-triviale” bedeutet & # 0.
4Zur Erinnerung: Zwei identische Indizes in einer Formel bedeuten, dass man iiber diese
Indizes summieren muss.
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Die Matrizen /M und k missen positiv sein,® d.h.
w? >0 (13)

und alle Frequenzen sind reell.

Eine andere Eigenschaft ist die “Orthogonalitat” der Amplituden, die ver-
schiedenen Frequenzen entsprechen. Bezeichen wir die Frequenzen mit einem
Label s. Dann gilt

—wimja J(s) + k,JaJ(S) =0,

(14)
— wimja J(S) +k,Ja(5) =0.
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit a , die zweite mit a( und sum-
mieren Uber /. Wir bekommen
2 I(s’)muaj(s) . a(s )kUaJ(S X
(s) (S) _ () (s (15)
w2 a; mya;”’ = a; " kja; .

Die Matrizen /M und k sind symmetrisch. Das bedeutet, dass die rechten
Seiten gleich sind. Wir subtrahieren die zwei Gleichungen Gl. (15) voneinander
und erhalten

(w? —w?) afs)muaj(s) =0. (16)

Das bedeutet, dass, falls ws # wy ist, gilt

a*kya = 0. (17)

Wir konnen die Amplituden so normieren, dass folgende Gleichungen gelten

2 mya = g5

m;a; akyal® = wb,y. (18)

! / 4

Diese Orthogonalitatsrelationen fiir Amplituden kann man benutzen, um
die Berechnung von Eingenamplituden zu vereinfachen. Falls es in einem Sys-
tem entartete Frequenzen gibt, miissen wir gezielt die Amplituden, die den
entartenten Frequenzen entsprechen, so wahlen, dass sie orthogonal zueinan-
der sind.

Nehmen wir an, dass wir die Eigenfrequenzen und die Eigenamplituden ei-
nes mechanischen Systems berechnet haben. Wir kdnnen dann N unabhangige

5D.h., dass die Eigenwerte dieser Matrizen positiv sind.
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Vektoren, die die Amplituden darstellen, als die neue Basis benutzen. Wir
schreiben dann

&= Z rea's), (19)

s=1

wobei r; die Koordinaten des (N-dimensionalen) Vektors £ in der neuen Basis
sind. Wir nennen diese Koordinaten “Normalkoordinaten” .
Normalkoordinaten spalten die Lagrangefunktion Gl. (5) in N unabhangige
Lagrangefunktionen. Um das zu zeigen, benutzen wir Gl. (19), um die Lagran-
gefunktion in Gl. (5) umzuschreiben. Mithilfe von Gl. (18) erhalten wir

2U = Z kijgigj = Z rslrs Z k,-jafs/)aj(-s) = Z rsl’s’éss’wg = ng I’52,
iy

s,s! ij s,s! s
2T = Z mijéiéj - Z fsfs’ Z mija,(s,)aj(‘S) = Z ’;s’;s’éss’ — Z r52,
ij s,s’ ij s,s’ s
(20)
sodass )
L = EZ (72 —wir?]. (21)

Es folgt aus der Lagrangefunktion in Gl. (21), dass die Bewegungsglei-
chungen in Normalkoordinaten unabhangig voneinander sind. Die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir die Normalkoordinate rg lautet

doL 0oL ) >
&a—rs—a—rs, = r5+OJSI’5—O. (22)
Die Losung dieser Gleichung ist offensichtlich

re = Cscos(wst + ©s), (23)

wobei Cs und @s zwei Konstanten sind, die wir mithilfe der Randbedingungen
bestimmen missen.

Die allgemeine Losung fiir die Auslenkung £ folgt aus Gl. (19) und GI. (23)
und lautet

N
f(t) = Z Csas cos(wst + ©s). (24)
s=1

In dieser Losung haben wir 2N Konstanten (Cs, s, s = 1, ..., N), die wir so
wahlen miissen, dass die Randbedingungen erfiillt sind.
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Wir betrachten ein Beispiel. Die Lagrangefunktion lautet

L:3>'<2+3y'2—°"—g

5 5 > (X* +y* — 2axy) . (25)

Das bedeutet, dass die Matrizen m, k wie folgt aussehen

m:(é (1)) k:wg(_la _10‘). (26)

Die Matrix O = —w?/ + k ist dann

A —w?+tws; —aws
0= ( —awi  —w?Hwi )’ (27)

Die Determinante dieser Matrix muss Null sein. Es folgt
det [~w?m + k| = (w? — wd)? — a’wg = 0. (28)
Aus dieser Gleichung erhalten wir zwei mogliche Eigenfrequenzen
w? —wi = Fawi = wi =wi (1+a). (29)

Nun mtussen wir die zugehorigen Eigenamplituden bestimmen. Zu diesem
Zweck berechnen wir zuerst O fiir w? = w2. Wir erhalten

" A Ta «a
Oy = (9|w2:w:2t = —UJS ( a “+a ) : (30)

SchlieBlich finden wir die Eigenamplituden

N 1

Wir sehen, dass die Eigenamplituden richtig normiert sind, well
alma. = 1. (32)

Wir machen jetzt die Variablentransformation zu Normalkoordinaten, die
wir mit ry bezeichnen. Wir schreiben

( ; ) =rd, +ra, (33)

56



benutzen a1 aus Gl. (30) und erhalten dann

re +r- —ry+r-
= , = —. 34
7 y 7 (34)
Wir fiihren diese Transformation in der Lagrangefunktion ein und finden
i Wi, w?
L_2—|—2 5 (35)

Wie oben erwahnt, beschreibt diese Lagrangefunktion zwei unabhangige Schwin-
gungen mit den Frequenzen w-.
Die Zeitabhangigkeit von ry lautet

ry = Cycos(wit + @), (36)

Wir benutzen diese Ausdriicke in Gl. (33) und erhalten die allgemeine L6sung

(; ) = %COS(w+t+<p+) < _11 ) +%cos(wt+<p) ( 1 ) . (37)

Die Konstanten C, ¢4 miissen so gewahlt werden, dass die Randbedingungen
erfiillt sind.

Normalkoordinaten sind sehr niitzlich, um die erzwungenen Schwingun-
gen in Systemen mit vielen Freiheitsgraden zu untersuchen. Die universelle
Lagrangefunktion sieht in diesem Fall so aus

1 o
L= > Z [m/jf/fk — k/j&:fj] — Z fi(t)&;. (38)

)

Der letzte Term beschreibt die externe Kraft, die unterschiedlich an verschie-
denen Koordinaten wirkt.

Um die erzwungenen Schwingungen zu unsersuchen, finden wir die Nor-
malkoordinaten des Systems und schreiben die Lagrangefunktion um

1 .2 2,2
ing[rs _wsrs] _;fs(t)r& (39)
wobel
f(t) = fi(t)a® = f(t)-a®. (40)

Es folgt aus Gl. (39), dass die erzwungene Schwingung jeder Normalkoordina-
te unabhangig von den anderen Normalkoordianten beschrieben werden kann.
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Die Starke der anregenden, duBeren Kraft fiir die Eigenfrequenz ws ist durch
die Projektion des Kraftvektors f auf die Eigenamplitude a{® gegeben. Fiir
die harmonische Kraft f(t) ~ fycos(wt + ¢) gibt es eine Resonanz, falls w
gleich einer der Eigenfrequenzen ist — natiirlich nur, falls die Projektion von f
auf die entsprechender Eigenamplitude von Null verschieden ist.

Es gibt eine ganz klare Reihenfolge, der wir folgen miissen, um Eigenfre-
quenzen und Eigenamplituden zu berechnen. Wir fangen mit der Berechnung
der Determinante an und I6sen dann viele lineare Gleichungen, um die Ampli-
tuden zu berechnen. Diese Vorgehensweise ist zwar klar definiert, kann aber
anspruchsvoll sein.

Es ist dennoch maglich, die Berechnung von Amplituden stark zu vereinfa-
chen, in dem wir die Symmetrien der Lagrangefunktion benutzen. Wir nehmen
an, dass die Lagrangefunktion unter der Transformation

& — & =S¢, (41)
invariant ist, wobei die Matrix S die folgende Gleichung erfiillt
§2=1. (42)

Diese Gleichung bedeutet, dass wir, falls wir die Transformation zweimal ma-
chen, zum urspriinglichen Koordinatensystem

§=5%¢=S5¢ (43)

zurtick kommen.
Die Invarianz der Lagrangefunktion bedeutet, dass die Matrizen m und k
auch invariant sein mussen

S'TmS=rm, STkS=k (44)
Die Gleichung, die von der Eigenamplitude as erfillt wird, lautet
[—w2m+ k] &, =0. (45)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit S™ von links und benutzen SS = 1,
um zu schreiben

(46)



Diese Gleichungen bedeuten, dass nicht nur &, sondern auch Sas eine
Eigenamplitude zur Frequenz ws ist. Nehmen wir an, dass die Schwingung
mit dieser Frequenz nicht entartet ist. Dann muss gelten

Sas = Asas. (47)

Wir multiplizieren diese Gleichung noch einmal mit S, benutzen S? = 1 und
erhalten
1=X = X\ ==l (48)

Diese Gleichung bedeutet, dass der Vektor a5 ein Eigenvektor der Matrix S
zum Eigenwert +1 ist. Diese Eigenschaft der Eigenamplituden konnen wir
verwenden, um die Berechnung der Amplituden in komplizierten (aber sym-
metrischen) Fallen zu vereinfachen.

Als Beispiel betrachten wir drei Teilchen, die mit zwei Federn miteinander
verbunden sind. Nehmen wir an, dass die Lange der Federn im Gleichgewicht
s und k sind und dass die Gleichgewichtskoordinate des ersten Teilchen /; ist.
Dann schreiben wir die Koordinaten von drei Teilchen als

xi=h+&, x=h+h+&, xs=h+hb+h+E&s, (49)

wobei &1 5 3 die Auslenkungen der entsprechenden Teilchen aus den Gleichge-
wichtspositionen beschreiben. Die potentielle Energie lautet

U= 50 —x0— b 4 5 G b = 5 (61— &2 — & (6 — &)

2
(50)
Dementsprechend lautet die Lagrangefunktion wie folgt

m&  M&  mé k

R R A (R S RN Y

Diese Lagrangefunktion ist invariant unter der Vertauschung von &; und
&3. Wir konnen diese Transformation mit der folgenden Matrix beschreiben

00 1
S=1010], (52)
100
weil
3! €3
Sl &= & |- (53)
{3 3!
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Es ist leicht zu iiberpriifen, dass S? = 1 ist. Unserer Diskussion zur Folge
missen die Eigenamplituden der Lagrangefunktion Gl. (51) dann entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch unter der Transformation &; < &3 sein.

Wir fangen an mit der antisymmetrischen Amplitude. Diese Amplitude
muss dann so aussehen

o iwltL
£ln) = ' _?1 | (54)

Diese Amplitude ist schon richtig normiert.

In Gl. (54) ist die Eigenfrequenz unbekannt. Um sie zu berechnen, benut-
zen wir die Bewegungsgleichung fiir £;, die aus der Lagrangefunktion GI. (51)
folgt

mE"1 + k(£1 - 52) = 0, (55)

setzen den Ansatz Gl. (54) ein und erhalten
—wim+k=0. (56)

Das bedeutet, dass die Eigenfrequenz und die (normierte) Eigenamplitude fiir
die antisymmetrische Schwingung lauten

=" s=—1| 0 |. (57)

Der symmetrische Fall ist etwas komplizierter. In diesem Fall gibt es eine
Losung, die man raten kann. Diese Losung entspricht einer freien Bewegung
von drei Teilchen ohne Schwingungen. Falls wir £ so wahlen, dass

1
= iwot 1
f(t)=e Ve 1 , (58)

verschwindet die Kraft, sodass w», = 0 ist. Die obige Losung miissen wir etwas
verallgemeinern, weil sie die Bewegung des Systems als Ganzes beschreibt.
Das bedeutet, dass die Zeitabhangigkeit dieser Losung so lautet

1
= (vt+Xxo)
O=amrm| 1) (59)

wobel v die Geschwindigkeit des Schwerpunktes des Systems ist.
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Wir konstruieren jetzt die Amplitude der zweiten symmetrischen Schwin-
gung. Diese Amplitude muss so aussehen

Eoy=e“ta a=| b |. (60)

Wir kénnen das Verhaltnis zwischen a und b in obiger Gleichung bestim-
men, weil diese Amplitude orthogonal zur Amplitude in Gl. (59) sein muss.
Dann gilt

m 0 O a
(1,1,,)1 0 M O b | =0. (61)
0O 0 m a
Aus dieser Gleichung erhalten wir
2
b= —Wma. (62)

Dann fordern wir, dass die Amplitude normiert ist, und erhalten schlieBlich

1
- M 2m
T\ amem+my | M) (63)

Um die Eigenfrequenz zu finden, benutzen wir Gl. (55) noch einmal und setzen
dort & = —w3, & — 1 und & — —2m/M ein. Wir erhalten

2
—mw§+k(1+—m) =0. (64)
M
Es folgt
k M+2m
2—_—
Wy = (65)

Wir sehen, dass es durchaus moglich ist, die Eigenfrequenzen und Eigen-
amplituden eines kompliziertes Systems zu finden, ohne die Determinante zu
berechnen. Die Symmetrien des Systems und entsprechende Bewegungsglei-
chungen spielen dabei eine sehr wichtige Rolle.
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8 Anharmonische Schwingungen

Wir betrachten ein Teilchen mit der Masse m in einem Kraftfeld, das wir mit
der potentiellen Energie U(x) beschreiben. Die Lagrangefunktion lautet

L="""_y). (1)

Die potentielle Energie hat ein Minimum bei x = x5. Wir entwickeln U(x) in
der Nahe des Minimums und erhalten

U ry = 3 - LI

nl dxn
n=0

(X —x0)". (2)

X=X0

Weil xp ein Minimum ist, muss dU/dx|c—x, verschwinden und d?U/dx?|,—,
positiv sein.

Im Fall kleiner Schwingungen haben wir bisher nur den O((x —x)?) Term
in Gl. (2) beriicksichtigt. Allerdings es ist auch interessant zu fragen, was pas-
sieren wiirde, falls wir mehr Terme in Gl. (2) mitnehmen. Dementsprechend
fiihren wir eine neue Koordinate € ein, £ = (x — x9)/+/m, und schreiben die
Lagrangefunktion als

[ =

C e 28 B o) @

2 3 4
Die Parameter a,3 usw. kann man durch entsprechende Ableitungen des
Potentials bei x = xp ausdriicken.
Wir wollen herausfinden, welchen Einfluss die O(&3, £*) Terme in der La-
grangefunktion auf kleine Schwingungen haben. Die Bewegungsgleichung lau-
tet

€ +wpé = —ag? - BE’, (4)

Fir kleine Schwingungen sind die Terme auf der rechten Seite klein. Um das
formal aber explizit auszudriicken, fiihren wir einen Parameter ¢ < 1 ein und
schreiben Gl. (4) um als

€+ wié = —eal® — &BE°, (5)

Die Idee ist dann, die Bewegungsgleichung Gl. (5) als eine Taylor-Reihe in €
zu losen. Dementsprechend machen wir den Ansatz

E=E +e&+6H+0(0),  wi=w?—ewl—ews+0(E).  (6)
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Warum wir die gegebene GroBe w3 durch den unbekannten Parameter w?
ausgedriickt haben und nicht umgekehrt, ist momentan nicht klar, aber in
Kiirze werden wir sehen, dass dies sehr wichtig ist.

Wir schreiben GI. (5) so um

£+ w? = —eaf? — B + (W — w)E, (7)

setzen die Ausdriicke aus Gl. (6) in Gl. (7) ein und schreiben die beiden Seiten

als ein Polynom in €
ZE’L,‘ = ZEIR/. (8)
i=0 i=0

Fir kleines, aber ansonsten beliebiges € kann diese Gleichung nur stimmen,
falls
Li =R, (9)

furalle 1 =0,1,2,.... Das bedeutet, dass wir durch Koeffizientenvergleich
viele Gleichungen aus einer Gleichung bekommen. Diese viele Gleichungen
sind einfache zu losen als die urspriingliche Gleichung; deswegen macht diese
Vorgehensweise Sinn.

Die relevanten Gleichungen lauten

i=0: & +w=0,
i=1: & +w?=—af2+wi, (10)
=21 &H+wlh=—2abé — BE + wib + wiko.
Wir sehen, dass die i = 0 Gleichung nur von &g abhangt, die / = 1 Gleichung
dann von &; und &g, die / = 2 Gleichung von &5, &; und &y, usw. Das bedeutet,

dass wir diese Gleichungen in der entsprechenden Reihenfolge 16sen miissen.
Aus der Gleichung fiir i = 0 erhalten wir

& = acos(wt + ). (11)

Das ist eine harmonische Schwingung mit der Frequenz w, die in dieser Ord-
nung der e-Entwicklung mit wq identifiziert werden kann.

Wir benutzen jetzt die Losung fiir £, aus Gl. (11), um die rechte Seite der
Gleichung fiir i = 1 zu vereinfachen. Wir erhalten

&+ w?éy = —aa® cos?(wt + @) + wiacos(wt + ). (12)

Wir schreiben die rechte Seite um und erhalten

2
£ +w? = —%(1 + cos(2wt + 2¢)) + wiacos(wt + ). (13)

63



Diese Gleichung konnen wir als Gleichung fiir erzwungene Schwingun-
gen betrachten. Wir wissen, dass wir in diesem Fall eine Resonanz erhalten,
falls auf der rechten Seite eine Kraft mit der Frequenz w steht. Wir konnen
aber hier Resonanzlosungen nicht zulassen, weil im Resonanzfall die Ampli-
tude proportional zur Zeit wachst und das mit der e-Entwicklung und kleinen
Schwingungen nicht kompatibel ist. (Dies bedeutet nicht, dass dies physika-
lisch unmaoglich ist, sondern nur, dass wir diesen Fall von unserer Betrachtung
hier ausschlieBen wollen.)

Die Forderung, dass keine resonante Kraft in den Bewegungsgleichung
auftritt, gibt uns die Moglichkeit, w; zu bestimmen. In der Tat folgt aus
Gl. (13), dass es keine Resonanz gibt, falls w? = 0. Damit finden wir die
spezielle Losung der Gl. (13) und erhalten

=-S5+ Ta cos(2wt + 2¢p). (14)

Wir verwenden dann die Ergebnisse fiir &y, & und w? in der / = 2 Glei-
chung. Nachdem wir den Ausdruck mit Hilfe der folgenden Formel vereinfa-
chen

3 1
cos®(wt + ) = 2 cos(wt + @) + 2 cos(3wt + 3p),

1 1 (15)
cos(wt + @) cos(2wt + 2¢p) = 5 cos(wt + @) + 5 cos(3wt + 3¢p),
erhalten wir
5a?a’ 3 a
£ + w?é, = cos(wt + ) { e 54 +w§a]
a’a®  Bad (16)
+ cos(3wt + 3p) {—W — T} :

Wie im vorherigen Fall beschreibt diese Gleichung erzwungene Schwingun-
gen. Allerdings konnen wir in diesem Fall die anregende Kraft auf der rechten
Seite, die fiir die Resonanz verantwortlich ist, loswerden, wenn wir w3 gleich

W2 = 5 a’a? N 3Ba°

6 w? 4

wahlen. Wir konstruieren dann die spezielle Losung fiir €5, addieren &, &; und
& auf und setzen € — 1. Die Zeitabhangigkeit der Auslenkung £ lautet

(17)

2

&(t) = acos(wt + @) — ;XZQ + gz_a cos(Rwt + 2y)
a2a®  Ba° (18)
+ (W + o0 ) cos(3wt + 3p),
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wobei die Frequenz w durch die folgende Formel gegeben ist

(19)

5a2a° 3(Ba°
w2:w§+{—a P ]

6w§+ 4

Die Ergebnisse in Gl. (18,19) zeigen die Unterschiede zwischen harmoni-
schen und anharmonischen Schwingungen. Harmonische Schwingungen laufen
mit einer Frequenz ab und die Amplitude ist frequenzunabhangig. Fiir anhar-
monische Schwingungen gibt es Schwingungsmoden mit den Frequenzen w,
2w, 3w usw. und die Frequenz w ist von der Amplitude a anhangig. Das
bedeutet auch, dass die Schwingungsdauer des anharmonischen Pendels von
Energie (bzw. Amplitude) des Pendels abhangt.
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9 Hamiltonsche Gleichungen

1. Die Hamiltonfunktion: Bisher haben wir mechanische Systeme mit La-
grangefunktionen beschrieben, aber es gibt auch andere Moglichkeiten. Wir
werden nun die sogenannte Hamiltonfunktion und die Hamiltonschen Glei-
chungen diskutieren. Dieser alternative Zugang ist wichtig, weil er mehr Moglichkeiten
fiir Variablentransformationen bietet und dies genutzt werden kann, um die
Beschreibung des Systems zu vereinfachen.

Um die Hamiltonfunktion zu erhalten, gehen wir von einer Lagrangefunk-
tion L = L({g:},{di}, t) aus und schreiben deren totale Ableitung

N

aL aL oL
dL = =—dt + ; <a—qidq,- + a—c_hdq,) . (1)

Wir benutzen dann die Definition des kanonischen Impulses und die Euler-
Lagrange-Gleichung

oL dp; oL
P = =, -V = ) 2
P= 84, dt ~ aq; 2)
und erhalten N
oL dp,- .
dL = —dt — dg; dg; | .
B +;1(dt g+ p q) (3)

Den letzten Term formen wir mit Hilfe von
pidg; = d (pigi) — gidp; (4)
um und erhalten
N N oL
d| L — g | = ;i dg; — g;dp;] + —dt.
( ;pq) ;[p 6 — Gidp] + = (5)

Damit definieren wir eine neue Funktion H, die Hamiltonfunktion, in Abhangigkeit
von den Koordinaten, Impulsen und der Zeit

N
H({a} Ap} 1) =Y pidi—L (6)
i—1
und erhalten
N oL
dH = — ; [pida; — gidpi] — gdt- (7)
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Aus dieser Formel folgen sofort die partiellen Ableitungen von H. Wir erhalten

dp;  OH dg;, OH oH oL

it = b it~ op, - o ®
Diese Gleichungen nennen wir die Hamiltonschen Gleichungen.

Als Beispiel betrachten wir die Bewegung eines Teilchens in einem Kraft-
feld. Die Lagrangefunktion lautet

o
L="" ). (9)
2
Der Impuls ist 5
L .
= (10)
sodass
: i ] 11
H=p-r—L=— r).
p-r om T (r) (11)

Wir erkennen an dieser Form der Hamiltonfunktion, dass diese hier der Ge-
samtenergie des Systems (kinetische plus potentielle Energie) entspricht.® Wir
erhalten dann die Hamiltonschen Gleichungen

dp° H  ou(n) dar H

p
dt  or or ' dt  0p m
Diese zwei Differentialgleichungen erster Ordnung konnen wir sofort als Euler-

Lagrange-Gleichungen umschreiben, indem wir die zweite Gleichung nach der
Zeit ableiten und dann die erste Gleichung einsetzen

ddr  dp ou(r)
Matde = Mdtm ~ o7
Das ist die Euler-Lagrange-Gleichung oder, aquivalent, das Zweite Newton-
sche Gesetz.
2. Die Poisson-Klammer: Wir betrachten eine Funktion f, die von Im-
pulsen, Koordinaten und der Zeit abhangt

(12)

(13)

f=r7({p} {a}. 1), (14)
und berechnen die totale Zeitableitung
N
df  of of of
—_— = - ',' - .,' . 15
dt 8t+z{8p,-p +8q,q} ( )

=1

®Dies muss jedoch nicht immer der Fall sein, wie z.B. bei zeitabhingigen Zwangsbedin-
gungen.
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Die Zeitabhangigkeit der Impulse und Koordinaten folgt aus den Hamilton-
schen Gleichungen Gl. (8). Wir erhalten

df _ of ZN:{ of OH afaH}_af

a ot ap; 84, +8—q,-8p,- — +{H, f}. (16)

: - ot

1=
Den letzten Term {H, f} haben wir als Poisson-Klammer geschrieben. Die
Poisson-Klammer zweier Funktionen F, G, die von p; und g; abhangen, ist

definiert als N
OF 0G 0OF oG
(F.61 =3 (5550 ~a0.0m) an)

Wozu sind Poisson-Klammern gut? Eine Moglichkeit ist Folgendes: Wir
konnen Poisson-Klammern verwenden um ErhaltungsgroBen zu bestimmen.
Weil die totale Zeitableitung fiir eine ErhaltungsgroBe / verschwindet, erhalten
wir

ol
&:—{H,/}, (18)

und, falls / nicht explizit zeitabhangig ist, gilt folgendes
{H, I} =0. (19)

D.h. wenn wir eine zeitunabhangige Funktion finden, deren Poisson-Klammer
mit Hamiltonfunktion Null ist, ist diese Funktion eine ErhaltungsgroBe.

Die Poisson-Klammern haben verschiedene Eigenschaften, die man aus
der Definition herleiten kann. Die entsprechenden Formeln lauten

{FR. R} =—{FRFR}, {R+FRFy={FfHF}+{F F}

20
{FlFQ,Fg,}:Fl{Fg,Fg,}"‘FQ{Fl,Fg}. ( )
Poisson-Klammern erfiillen die Jacobi-ldentitat
{Fi AR, Rty +{F {Fs Fi}} +{Fs. {F. F2}} = 0. (21)
AuBerdem sind folgende Poisson-Klammern wichtig
oF oF
i Fh=——, L Fl=——. 22
{pi. F} 2 {ai. F} o, (22)

Wie bereits gesagt, konnen wir die Poisson-Klammern benutzen, um Er-
haltungsgroBen zu konstruieren. Als erstes Beispiel benutzen wir die Antisym-
metrie der Poisson-Klammern und schreiben

{H,H} = —{H,H} = {H,H}=0. (23)
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Wenn H die Hamiltonfunktion des uns interessierenden Systems ist und falls
H ist nicht explizit von der Zeit abhangt, bedeutet die obige Gleichung, dass
H eine ErhaltungsgroBe ist. Diese ErhaltungsgroBe ist natiirlich die Energie.

Als zweites Beispiel betrachten wir zwei ErhaltungsgroBen /4 5, die nur von
Impulsen und Koordinaten abhangig sind. Dann gilt

0={H h}=A{H I}, (24)
und aus der Jacobi-Identitat folgt

0= {H: {/1, /2}} + {/1' {/2' H}} + {/2: {H: /1}} = {H, {/1' /2}}- (25)

Das bedeutet, dass die Poisson-Klammer zweier ErhaltungsgroBen {/1, >}
auch eine ErhaltungsgroBe ist.

Um zu sehen, wann das niitzlich sein kann, betrachten wir ein Teilchen im
Zentralkraftfeld. Die Hamiltonfunktion dazu ist

p?
H=—+U(r). 26

S u(n) (26)

Wir wissen, dass der Drehimpuls M = [Fx p] in diesem Fall erhalten ist und

wir konnen versuchen, das mit Hilfe der Poisson-Klammern zu bestatigen. Wir

benutzen die Eigenschaften der Poisson-Klammern, die wir bereits diskutiert

haben und berechnen
{Mi, H} = eiudripk, H}Y = € [ri{pe, HY + Py, HY = € {fj

_ {GU PkPJ]_
= €jk — =

P
1or, m

oH _ oH
8rk pk@pj

(27)

well wir zwel symmetrische Tensoren mit einem antisymmetrischen Tensor
kontrahiert haben. Weil M; explizit zeitunabhangig ist, folgt aus Gl. (27),
dass M; erhalten ist.

Wir betrachten jetzt zwei Komponenten des Drehimpulsvektors und be-
rechnen deren Poisson-Klammer. Wir wissen bereits, dass wir ein weiteres
Bewegungsintegral finden sollen. In der Tat gilt

{My, Mp} = €aij€km{liPj, kPm} = €aij€bkm [FiPmiPj: ik} + Pirk{ri, Pm}]

(28)
= €aij€bkm [fiPm5jk - ijk5im] .
Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, benutzen wir folgende Formel
€aij€bkmOjm = O0apdik — OakOib, (29)
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und erhalten
{May Mb} = Palb — Pbla = —€apccijliPj = _EabcMc- (30)

Wir sehen, dass die Poisson-Klammer zweier Komponenten des Drehimpulses
die jeweils dritte Komponente des Drehimpuls erzeugt. Weil alle Komponen-
ten des Drehimpulses erhalten sind, illustriert diese Berechnung die vorherige
Aussage, dass die Poisson-Klammer zweier ErhaltungsgroBen auch eine Er-
haltungsgroBe ist.

3. Hamiltonsche Gleichungen aus dem Variationsprinzip: Die Hamil-
tonschen Gleichungen konnen wir auch aus einem Variationsprinzip herleiten.
Wir beginnen mit der Wirkung

S :/L dt (31)
und driicken die Lagrangefunktion durch die Hamiltonfunktion aus
L=pg—H. (32)
Wir benutzen dann
pq dt = pdgq, (33)
und erhalten den Ausdruck fiir die Wirkung
S:/(pdq—Hdt). (34)
Wir berechnen dann die Variation
0S = / <6p dg+ p ddég — (g—Héquaa—Hé ) } (35)

In der obigen Formel sieht der Term fp ddq etwas unkonventionell aus. Um
diesen Term zu vereinfachen, schreiben wir

/pdéq—/(d(pacn 5q dp) = p 64| /6qdp— /6qdp (36)

weil 0q(t;) = dq(t>) = 0 sind. Wir erhalten dann

55:/{6pdq—6qdp— (a—5q+a—H5D) ]

= / [5p (dq — g—/;dt) +0q (—dp — g—/;dtﬂ .

Wir fordern, dass 6S = 0 fiir beliebige Variationen dp und dqg gilt. Daraus
folgen die Hamiltonschen Gleichungen
dg OH dp  OH
dt ~ ap’ dt ~  aq

(37)

(38)
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10 Kanonische Transformationen, Phasenraum, Satz von
Liouville

Kanonische Transformationen und erzeugende Funktion: Im Hamilton-
schen Formalismus sind Koordinaten und Impulse unabhangige Variablen. Des-
wegen entsteht die Moglichkeit, eine Variablentransformation zu machen, die
Impulse und Koordinaten mischt. Solche Transformationen sind im Lagrange-
Formalismus nicht moglich. Wir werden sehen, dass die Mdglichkeit, solche
Transformationen zu benutzen, einen groBen Vorteil der Hamiltonschen For-
mulierung der Mechanik darstellt.

Nehmen wir an, dass die Koordinaten g und Impulse p unsere urspriinglichen
kanonischen Variablen sind. Wir wollen nun aber andere Variablen, Q und P,
benutzen. Der Zusammenhang zwischen alten und neuen Variablen lautet

Q=Q(g,p 1), P=P(q,p,t). (1)

Wir nennen eine solche Transformation “kanonisch”, falls die Bewegungsglei-
chungen fiir Q und P die Hamiltonsche Form haben

d@Q - oK P oK

dt 0P’ dt  8Q’

Hier ist K die neue Hamiltonfunktion, die an dieser Stelle noch unbekannt ist.
Wir wollen jetzt herausfinden, unter welchen Bedingungen eine Transfor-

mation kanonisch ist. Hierzu kénnen wir die Wirkung entweder mit den alten
oder mit den neuen Variablen berechnen

(2)

SA:/(pdq—Hdt), SN:/(PdQ—Kdt). (3)

Diese zwei Wirkungen miissen nicht unbedingt gleich sein, aber, weil die phy-
sikalischen Trajektorien identisch sein sollen, muss die Variation der beiden
Wirkungen simultan Null sein. Damit muss gelten

O:6(SA—SN):6/(pdq—Hdt—PdQ+Kdt). (4)

Diese Gleichung konnen wir erfiillen, indem der Integrand eine totale Ableitung
einer Funktion von g und Q (die man erzeugende Funktion nennt) ist, also

dF(q,Q.t) = pdg — Hdt — PdQ + K dt. (5)

Nach der Integration bekommt man aus Gl. (5) 6F(q(t12), Q(t12), t1,2). Die-
se Variation verschwindet aber, weil §q(t12) und 0Q(t1») Null sein sollen.
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Aus Gl. (5) folgen die Zusammenhange zwischen den Ableitungen der
erzeugenden Funktion und verschiedenen Koordinaten und Impulsen sowie
der alten und neuen Hamiltonfunktion

OF(q.Q.t) 0F(q.Q.t) P OF(q,Q,t)
ag P oQ ot
Invarianz der Poisson-Klammern: Eine der wichtigsten Eigenschaften
der kanonischen Transformationen ist die Invarianz der Poisson-Klammern
unter kanonischen Transformationen. Wenn wir also die Poisson-Klammern
von zwei beliebigen, von Koordinaten und Impulsen abhangenden Funktionen
F12 berechnen, gilt

—K—H. (6)

{F1, Fatpg = {F1 F2}pro. (7)

wobei {...}x, die Poisson-Klammern bezeichnet, die wir mit Hilfe der Ablei-
tungen nach den Variablen x, y berechnen.

Um diese Aussage zu beweisen, fangen wir mit elementaren Klammern an.
Weil zum Beispiel

{Q Plpg=-1 (8)
gilt, muss auch
{Q, P}p,q =-1 9)
gelten. Um das zu uberpriifen, schreiben wir
0QROP 0POQ
{Q P}lpq = p8q  p g (10)

Welil die Variablen @ und P kanonisch sind, existiert eine Funktion F, deren
Ableitungen p und P ergeben

oF oF
P—a—qQ, P——%q. (11)
Wir erhalten
orP| 8’F 0@ 0’F
dq|, 0QeQdq|, 0Qdq 12)
orP| 0’F oQ 0%F dq B 0?F 8@
|~ 5000 0p ~ 2Qoqop|, 907 Bp

Wir benutzen diese Ausdriicke in Gl. (10) und erhalten

OQ[ PFoQ  O°F }_{ a%a@}@__a@ PF

op | 8Q28q 8Qaq

dq  0poQaq
(13)

{Q.P}pq=

0Q? Op
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Der letzte Schritt folgt aus

6 ,_080F _8Fdq, &FBQ__FF K
Gp Gp 8q 02 0p 0OQAgOp 0QOqOp’

1= (14)
Die Gleichung (13) ist das gewiinschte Ergebnis.

Wir kénnen dann den allgemeinen Fall Gl. (7) untersuchen. Wir fangen an
mit
OF,0F, 0OF,0F

{Fl' FQ}P,Q = ap aq - aq 8[) , (15)
und schreiben
% o 0F,0Q 0F, 0P
dg 0Q dg = 8P aq’ (16)

0F, _ 0F:0Q , OF:0P
op 0Q dp = P ap’
sodass
e 0F,0Q OF, 0P oF, (OF,0Q 0OF, 0P
thFadoa =, (aQ 5q " P aq)_ (aQ o0 T %P ap)
oF, (OF; 0 oF, 0 oF, 0P OF 0P
_2<_1_Q__1_Q)+6_< 1 : )(17)

~8Q \9p g dq op 8p dg  9q dp
8/—'2 oF,

{ lQ}pq+ {Fl 'D}pq

Es ist nitzlich, diese Formel fir /; = Q oder F/; = P zu verwenden. Falls
= Q ist, erhalten wir

oF. OF OF:
{Q. Foloa = 351Q.Qbog+ 5510 Plog = =55, (18)
weil {Q, R} =0 und {Q, P} = —1 sind. Analog gilt
OF OF: OF
{P.FoYpg = 55 {P.Qloa + 55 {P. Plog = 55 (19)

Wir benutzen die Ergebnisse in Gl. (18,19) in Gl. (17) und erhalten

OF,0F, OF;0F
6Q oP ~ 0P 8Q

{F1,F2}p,q: :{F11F2}P,Q- (20)

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Poisson-Klammern invariant unter kano-
nischen Transformationen sind.
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Der harmonische Oszillator und kanonische Transformationen: Kano-
nische Transformationen geben uns die Moglichkeit, verschiedene Variablen
zu wahlen, um mechanische Systemen zu beschreiben. Als Beispiel betrachten
wir den harmonischen Oszillator. Die Lagrangefunktion lautet bekannterweise

mx?  mw?x?

L= - . 21
5 3 (21)

Die Hamiltonfunktion ist dann

oL mx?  mwx®>  p?  mw’x?

H=x——-L = = — 22
Xox > T2 om T T2 (22)

wobei wir benutzt haben, dass

oL

P=or = mx. (23)

Wir fihren nun neue Variablen ein. Sie lauten

mwx + /pe""t, R I.pe—iwt’ (24)
2mw 2mw
Wir kénnen dann die Poisson-Klammer der Variablen a, af berechnen. Wir

erhalten

[ mMwx+ip i, mwx —ip _,-wt} 1, : .
a,a}= et e = —(=i{x,p}+i{p.x}) = 1.
(o) = { PR (it 0} + ip. )

(25)
Wenn wir
Q=a ial=P (26)
als unsere neue “Koordinate” und “Impuls” wahlen, erhalten wir
{PQ}=1 (27)

Die Transformation (x, p) — (Q, P) ist dann kanonisch.
Um die neue Hamiltonfunktion zu konstruieren, brauchen wir die erzeu-
gende Funktion F(x, @, t). Diese Funktion hat folgende Eigenschaften

OF(x,Q, t
L OF(x.Q.1)

_ OF(x,Q,1)
Ox P=-""% |

, (28)
Q oQ X

Wir werden diese Gleichungen als Differentialgleichungen betrachten, die
wir 6sen konnen, um die Funktion F(x, @, t) zu finden. Es ist vorteilhaft, die
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Gleichung fiir p zu integrieren, weil wir aus der vorherigen Diskussion wissen,
wie wir p durch x und Q ausdriicken konnen. Wir schreiben

_oF

_ i a—iwt 2 — , 29
p=imwx—ie mwQ@ ox |, (29)
integrieren diese Gleichung und erhalten
; 2
F— ’m;"x et 2mw@x + FL(Q, 1), (30)

wobei F1(Q, t) eine beliebige Funktion von @ und t ist. Um diese Funktion
zu bestimmen, berechnen wir P = —0F/0Q. Wir erhalten

L oF;
P =je '“t\/2 - 31
ie mwx 20 (31)
Weil P = ja' ist, kdnnen wir P durch x und @ ausdriicken. Wir erhalten
P = ivV2mwxe ™t — Qe 2t (32)

Wir vergleichen GlIn. (31,32) und erkennen, dass

oF .
6_Q1 — I'QefZ/wt. (33)
Es folgt
/Q2 —2iwt
F1(Q) = e (34)
Die erzeugende Funktion lautet
; 2 )2
F(x,Q,t)= mwx e "IN 2mw@x + %eziwt. (35)

Wir kdnnen mit Hilfe dieser Funktion die neue Hamiltonfunktion berech-
nen. Wir benutzen Gl. (6) und schreiben

oF : -
K=H-+ 5 = H— we “'2mwQx + w@R?e 2t (36)
Wir wollen die neue Hamiltonfunktion K durch @ und P ausdriicken. Wir
benutzen
p?> mw?x®  (mwx + ip)(mwx — ip)
H —_ —— + p—
2m 2 2m

=waa = —iwPQ  (37)
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und
wQ%e 2 _ et 2mwQx = wQ (Qe_z’“t — et 2mwx> = iwQP. (38)
Wir addieren die zwel Beitrage und erhalten
K =0. (39)

Die Bewegungsgleichungen sind dann

d@ dP
— =A{K, =0, —={K,P}=0. 40
=K@ =0, S ={K.P) (40)
Die Losungen sind trivial, sowohl @ als auch P sind Konstanten, die wir als
Qo und Py bezeichnen.
Um die Zeitabhangigkeit von x zu bestimmen, driicken wir x durch @ und
P aus und erhalten

X = (Qoe ™! — iPye™") . (41)

2mw

Wir suchen eine reelle Losung. Deswegen schreiben wir Qg = A\/%e_""’O
und —iPy = A\/™2e'®. Wir erhalten schlieBlich

x(t) = Acos(wt + ¢y). (42)

Zeitevolution als kanonische Transformation: Interessanterweise konnen
wir die Zeitentwicklung eines mechanischen Systems als kanonische Transfor-
mation verstehen. Um das zu erklaren, betrachten wir die Wirkung S als eine
Funktion von Anfangs- und End-Koordinaten eines Teilchens und der Zeit, die
das Teilchen braucht, um die End-Koordinaten zu erreichen. Wir schreiben

S =5(q(t2), q(tr), ta, t). (43)
Wir haben schon gesehen, dass dS im Allgemeinen als
dS = pdg — Hdt (44)

geschrieben werden kann. Das heiBt, wenn wir die Anderung der Wirkung be-
trachten, die durch die Veranderung von q(t»), q(t1) und t; » auftritt, erhalten
wir

dS = p(t2) dq(t2) — p(t1) dq(ty) — H(t2) dto + H(t1) dty. (45)

76



Wir schreiben dann t, = 7 + t, t; = t und halten T fest. Dann ist dt, = dt
und dt; = dt. Die Variation der Wirkung lautet dann

45 = p(t)da(tz) — p(t) da(ts) — (H(E) — H(E))dt.  (46)
Das heilt
pt) = g p(t) = —goos,  HE) = H(m) =~ 30 (1)

Daraus folgt, dass wir die Wirkung S als die erzeugende Funktion einer kano-
nischen Transformation betrachten konnen. Diese “Transformation” driickt
die Koordinaten und Impulse zum Zeitpunkt t + 7 durch die Koordinaten und
Impulse zum Zeitpunkt t aus

p(t), q(t) = p(t+7), q(t + 7). (48)

Dementsprechend kann man die Zeitevolution eines mechanisches System als
eine Reihe von kanonischen Transformationen interpretieren.

Der Phasenraum: Wir betrachten ein mechanisches System mit n Frei-
heitsgraden. Wenn wir den Hamilton-Formalismus verwenden, beschreiben wir
den Zustand des Systems zu jedem Zeitpunkt durch die Werte von n Koordina-
ten und n Impulsen. Wir konnen dann einen Vektor (g1, g2, ..., G, P1, P2, - - -, Pn)
einfiihren, um den Zustand des Systems zu beschreiben. Dieser Vektor ist Ele-
ment eines 2n-dimensionalen Raumes, den wir als Phasenraum bezeichnen.
Die Zeitentwicklung des System erzeugt eine Kurve im Phasenraum.

Wir diskutieren einige Beispiele. Im Fall einer freien Bewegung eines Teil-
chens mit der Masse m gilt

p
q:—t+q0. (49)
m

Dies ist eine Gerade im Phasenraum.
Im Fall des harmonischen Oszillators gilt

q = Acos(wt + ¢), p=—wAmsin(wt + ¢). (50)

Damit erhalten wir ) )
q*(t) | pP(Y)
A? AZm2w?
Die entsprechende Kurve im Phasenraum ist eine Ellipse.

= 1. (51)

Im Phasenraum konnen wir auch Volumen berechnen. Zum Beispiel er-
halten wir das Volumen in einem zweidimensionalen Phasenraum durch die
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Berechnung des Integrals

v [doda (52)
5
wobei S das Integrationsgebiet definiert.
Was passiert mit dem Volumen, wenn wir eine kanonische Transformation
(p, q) — (P, Q) machen? Dann erhalten wir

V:/dp dq:/g((/’;'g))d/s dQ. (53)

S Y

Die Jacobi-Determinante der Transformation ist fiir kanonische Transforma-
tionen trivial

o(p.a) _ & 21 9pdg 0Opdqg B -

(54)
Es folgt, dass Phasenraumvolumen invariant unter kanonischen Transforma-
tionen sind

V:/dpdq:/deQ. (55)
S s
Satz von Liouville: Wir betrachten ein mechanisches System. Mdgliche

Zustande des Systems zur Zeit t; bilden ein Gebiet S; im Phasenraum. Das
Volumen des Systems ist dann

V(t;) = [ dpdg. (56)
/

Der Satz von Liouville besagt nun, dass das Volumen des Systems invariant
unter Zeitevolution bleibt
V(tz) = V(t). (57)

Diese Aussage folgt aus

e der Invarianz der Phasenraumvolumen unter kanonische Transformatio-
nen und

e der Moglichkeit, die Zeitevolution mechanischer Systeme als kanonische
Transformation zu beschreiben.
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11 Physik des starren Korpers

Die Kinematik des starren Korpers: Unter einem “starren” Korper versteht
man ein mechanisches System vieler Teilchen, deren Abstande festgelegt sind
und sich nicht andern konnen. Um starre Korper beschreiben zu konnen, ist es
niitzlich, zwei Koordinatensysteme einzufiihren: ein Laborsystem (L-System)
mit fixierten Achsen und ein weiteres Koordinatensystem, das mit dem Korper
starr verbunden ist (K-System). Der Ursprung des K-Systems ist dann fest
mit einem Punkt O des Korpers assoziiert.

X3
A
T K-System
P T X5
R o
/ X
R, !
> Y
L-System

X
Abbildung 7: Koordinatensysteme zur Beschreibung eines starren Korpers.

Wir werden die Koordinaten im L-System mit groBen und im K-System mit
kleinen Buchstaben bezeichnen. Dementsprechend hat ein Punkt des starren
Korpers den Ortsvektor R in L-System und den Ortsvektor 7 im K-System.
Der Ortsvektor des Punkts O sei R.. Dann gilt

R=R.+T. (1)

Beachten Sie, dass wir gerade gesagt haben, dass die beiden Vektoren in
unterschiedlichen Bezugssystemen definiert sind und wir sie jetzt addieren
wollen. Dazu ist es selbstverstidlich wichtig, dass beide Vektoren zunachst
In einem gemeinsamen Bezugssystem ausgedriickt werden. Das bedeutet bei-
spielsweise, dass sich der Vektor 7, der sich im K-System nicht andert, zunachst
in das L-System transformiert werden muss, wo dieser zeitlich nicht konstant
ist. Weil die Abstande zwischen den Punkten des starren Korper fix sind, ist
der Betrag von 7 in allen Bezugssystemen fix. Das heiBt, dass wenn sich 7
gemaB r — r+ dr andert, missen r und dr orthogonal zueinander sein

F.dF=0. (2)
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Abbildung 8: Die Verschiebung des Ursprungs.

Die mogliche Bewegung ist dann eine Drehung und wir schreiben

—

dF = d x 7, (3)

wobei d(f = d¢ i und d¢ der Drehwinkel sowie i die Drehachse sind. Wir
berechnen dann die Geschwindigkeit eines Punkts des Korpers und erhalten

iR - o dF o - - dop
—=V=V.+—==V.+Qxr, Q=—. 4
dt T T e dt )
Die GroBe QO beschreibt die Winkelgeschwindigkeit des Korpers im K-System,
die GroBe V. die Geschwindigkeit des Punkts O im L-System.
Es ist natiirlich moglich, verschiedene Systeme mit dem starren Korper
zu assoziieren. Falls wir ein System K’ wahlen, dessen Ursprung relativ zum

K-System um den Vektor & verschoben ist,

—

R.=R.+3 (5)

finden wir die Geschwindigkeiten

V=V +Q0xa+QxF (6)
sodass
Ve=V/+Qxa (7)

Die kinetische Energie des starren Korpers und der Tragheitstensor:
Um Mechanik zu machen, brauchen wir die kinetische und die potentielle
Energie des starren Korpers. Wir werden die kinetische Energie des Korpers
berechnen, indem wir den Korper als eine Menge von Punktteilchen betrach-
ten. Die kinetische Energie ist dann die Summe der kinetischen Energien der
Teilchen.
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Wir schreiben die Geschwindigkeiten im L-System und wahlen den Schwer-
punkt des Korpers als den Ursprung des K-Systems. Dann gilt

N N N
E m;t; =0 sodass E m;R; = MR., wobei M = E m;.
i=1 i=1 i=1

Die kinetische Energie des Korpers ist dann )
N miVv2
T = 2 2’ : (9)
wobel die Geschwindigkeit V; des Punkts i
V=V.+0xF (10)
lautet. Wir berechnen dann V2
V2 =V2 42V - [ x 7]+ [§ x 7)? (11)

und schreiben entsprechend die kinetische Energie des Korpers als die Summe
dreier Terme

T:T1+T2+T3, (12)
wobei
N — —
m;V2 MV?
T, = ; =
N N
T2:Zm,\7c-[ﬁ><F,]:\Z-[Qme,F,]:O, (13)
i=1 i=1
N —
m;[Q x F]?
T, = Z%

i=1

Beachten Sie, dass T, Null ist, weil der Ursprung des K-Systems im Schwer-
punkt des Korpers liegt.
Wir konnen T3 weiter vereinfachen

N

Ml x P QS o -
T3 = Z 2 - 2 Z Mj €paa€ppp i li pr (14)

=1 =1

Fir zwei Levi-Civita-Tensoren gilt
€pac€ppp = Oaplarp — OopOas- (15)
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Wir setzen den Ausdruck Gl. (15) in Gl. (14) ein und erhalten
lap 26825

T = =22 (16)
wobei der Tragheitstensor des starren Korpers /o5 lautet
N
lap = ) _ mi (8" — Fraiss) (17)
i=1
Die kinetische Energie des starren Korpers
MV2  1,59,0
T=_——c 28ab (18)

2 2

besteht aus zwel Beitragen — der kinetischen Energie des Korpers als Ganzes
und der Rotationsenergie um den Schwerpunkt des Korpers. Diese Rotations-
energie beschreiben wir mit Hilfe des Trdgheitstensors /5.

Ein Tragheitstensor hat folgende Eigenschaften:

1. Es folgt aus der Definition, dass der Tragheitstensor symmetrisch ist
lag = Iga- (19)

2. Falls wir den Korper durch eine kontinuierliche Massendichte p(7) cha-
rakterisieren, berechnen wir den Tragheitstensor als ein Integral

o = [ €Fo(0) (Poup - 7). M= [T (20

3. Ein symmetrischer Tensor (oder eine Matrix) kann diagonalisiert werden,
falls das richtige K-System gewahlt wird. Der Tensor /45 sieht dann so

aus
i 0 0
lag=1 0 L 0 |. (21)
0 0 I

Die Achsen eines solchen K-Systems nennen wir die “Haupttragheitsachsen™ .
Die Eigenwerte des Tragheitstensors /; 5 3 bezeichnen wir als die Haupt-
tragheitsmomente.

4. Einen Korper mit unterschiedlichen /1, /5, I3 nennt man “unsymmetri-
scher Kreisel”. Ein Korper mit zwer gleichen Haupttragheitsmomenten
ist dann ein “symmetrischer Kreisel” und ein Korper mit gleichen /1 53
ist ein Kugelkreisel.
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Abbildung 9: Der Zylinder.

5. Die gegebenen Formeln fiir den Tragheitstensor entsprechen der Situa-
tion, in der der Ursprung des K-Systems im Schwerpunkt des Korpers
liegt. Wenn wir den Tragheitstensor in einem anderen, neuen System
berechnen wollen, dann brauchen wir

N
I =" m; (pPap — Prabis) (22)
i=1
Falls der Ortsvektor des Schwerpunkts im neuen Koordinatensystem &
Ist, gilt

o =a+r, i=1,..., N. (23)
Wir benutzen diesen Ausdruck in Gl. (22) und erhalten
/2%“ = /aﬁ + M (3_25@5 — aaaﬁ) , (24)

N

wobei wir benutzt haben, dass > m;7; = 0.
i=1

Als Beispiel berechnen wir den Tragheitstensor eines Zylinders mit ho-
mogener Massendichte. Ganz allgemein lohnt es sich, das K-System so zu
wahlen, dass wir die Symmetrie des Korpers beriicksichtigen. Der Ursprung
des K-Systems liegt im Schwerpunkt, die z-Achse des K-Systems ist entlang
der Symmetrieachse des Zylinders und die x, y-Achsen sind beliebig gewahlt.
Die Massendichte bezeichnen wir mit w, die Hohe des Zylinders mit h und der
Radius des Zylinders ist R. Dann gilt

h/2
log = / dz / dxdy (bap(X* +y* + 2°) = ratp) . (25)

—h/2  Xx?4y?2<R?
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Um die Integration zu vereinfachen, sollten wir Zylinderkoordinaten wahlen.
Wir schreiben

r=(x,y,z) = (pcos@, psing, z), dxdy = pdpde. (26)

Es ist einfach zu sehen, dass alle nicht-diagonalen Beitrage zum Tragheitstensor
Null sind. Z.B.

h/2 R om
Ly = @ / dz /dp p/dqb [—p® cospsing]| =0, (27)
“hj2 0 0
well .
/dqbcosqbsind):O. (28)
0
Ahnlich
h/2 R om
e = 1 / dz /dp p/dd> [~zpcos¢] =0, (29)
“hj2 0 0

und so weiter.
Wir miissen dann nur diagonale Beitrage berechnen. Wir fangen mit /,,
an. Dieser Beitrag lautet

h/2 R om
l,, = / dz /dpp/d(]b(x2+y2+22—22)
—h/2 0 0
woor T dmuhR*  MR? .
=u/d2/dpp/dd>p2= LA .
4 2
—h/2 0 0
wobel die Masse des Zylinders M durch
M = umR?h (31)

gegeben ist.
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Abbildung 10: Die Bewegung eines Zylinders auf einer Ebene.

Wir berechnen dann /. Es gilt

h/2 R o7
/XX:u/dz dpp/dd)(x2+y2+zz—x2)
—hj2 0 0
h/2 R 27 h/2 R )
:M/dZ/dPP/d¢(22+p2Sin2d>):u/dz/dpp27r<22—|—%>
—h/2 0 0 —h/2 0

M/, K
—Z(R +§>.

Offensichtlich gilt wegen der Zylindersymmetrie /,, = /.

Als Beispiel schreiben wir die kinetische Energie des Zylinders, der auf
einer Ebene ohne Rutschen rollt, sieche Abb. 10. Die Drehgeschwindigkeit ist
(2. Die kinetische Energie ist durch die Summe der kinetischen Energie des
Korpers als Ganzes und der kinetischen Energie der Drehung gegeben, siehe
Gl. (18),

(32)

Mv? 1,07
2 + 2
Weil der Zylinder ohne Rutschen rollt, ist die Geschwindigkeit des Schwer-

punkts durch

T = | (33)

V =QR (34)
gegeben. Wir benutzen /,, = MR?/2 und erhalten
3MR??
T=" (35)

Der Drehimpuls des starren Korpers und die freie Bewegung: \Wir wer-
den jetzt den Drehimpuls des starren Korpers diskutieren. Der Drehimpuls ist
wichtig, weil er fiir eine kraftefreie Bewegung eine ErhaltungsgroBe ist. Der
Gesamtdrehimpuls des Korpers ist die Summe der Drehimpulse der Massen-
punkte. Wir berechnen den Drehimpuls im Ruhesystem des Schwerpunkts des
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Korpers (sodass V. = 0). Es gilt

pi = miv, = mi[Q x F]. (36)
Dann
N N
M= Fxp=> mlfx[QxFA]. (37)
i=1 =1
Wir konnen das Vektorprodukt vereinfachen
7 x (@ x Al =G —7 (3 7). (38)
Dann erhalten wir
My = /aBQB (39)

oder, falls wir den Tragheitstensor als Matrix betrachten,
M=1Q. (40)

Wir wollen nun untersuchen, wie sich der freie starre Korper bewegt. In
diesem Fall ist der Schwerpunkt des Korpers in Ruhe und der Drehimpuls
ist erhalten. Im Falle eines Kugelkreisels ist die Matrix | proportional zur
Einheitsmatrix. Das bedeutet, dass

~-

M =14, =0=—. (41)
Der freie Kugelkreisel dreht sich also um die Achse M mit der Winkelge-
schwindigkeit 2.

Im Falle eines symmetrischen Kreisels ist die Situation komplizierter. Wir
konnen die Achsen des K-Systems so wahlen, dass der Tragheitstensor dia-
gonal ist. Dann gilt im K-System

—

M=1Q,

>
I
o o —

0 0
1o |, (42)
0 I

Weil der Vektor M erhalten ist, konnen wir die Achsen so wihlen, dass die
Achse x, immer in der Ebene liegt, die aus der Symmetrieachse des Korpers
und dem Vektor M aufgespannt wird. Die Achse x; wollen wir dann senkrecht
zu dieser Ebene wahlen. Diese Konstruktion bedeutet, dass die Projektion des
Drehimpulses auf die x;-Achse Null ist. Das bedeutet dann, dass 2; = 0 ist,
und es folglich keine Drehung in der (xs, x;)-Ebene gibt. Wenn wir den Winkel
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zwischen M und der Symmetrieachse des Korpers als 6 bezeichnen, ist dieser
Winkel konstant. Wir schreiben dann

Ms = Msin@ = [Q,, M3 = M cosf = 1503, (43)

sodass
/\/ls/in@i Q, = I\/ljose_ (44)
3

Um die Art der Bewegung besser zu verstehen, schreiben wir

sz

Q = Quéy + 58, By = (45)

§| <

wobei €2,, die Geschwindigkeit der Drehung um die Achse des Drehimpulses
M beschreibt und €5 die Drehung um die Symmetrieachse des Korpers (ohne
die Position des Korpers im Raum zu andern). In diesem Sinne beschreibt §~23
“interne” und ), “externe” Drehungen.

Um € zu erhalten, multiplizieren wir Gl. (45) mit &. Es folgt

QQ = QM§2 : 5/\// = QM sin 6. (46)

Wir benutzen dann den Ausdruck fiir Q5 aus Gl. (44) und erhalten

Der Kreisel prazediert mit der Winkelgeschwindigkeit €2), um die Richtung
des Drehimpulses.

Euler-Gleichungen: Wir konnen die gleiche physikalische Frage auch an-
ders untersuchen. Wie vorher betrachten wir einen freien Kreisel. Der Dre-
himpuls des Kreisels ist erhalten. Das heil3t, dass

dM

— =0. 48

1 (48)
Wir konnen aber den Drehimpuls des Kreisels im K-System als M = M; €
schreiben. Weil das K-System rotiert, sind die Komponenten M, keine Kon-
stanten. In der Tat, gilt

d -~ d dM; dé
0=GM=geMal =& =+ Mg (49)
Die Zeitableitung des Vektors € lautet
de;, =
E = [Q X e,]. (50)
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Abbildung 11: Ein symmetrischer Kreisel.

Wir benutzen den Ausdruck Gl. (50) in Gl. (49), multiplizieren Gl. (49) mit

€ und erhalten ny
o:d—t’+/\/1ja.[g§x@]. (51)

Wir schreiben Q = 2;€ und benutzen
& - [& x &] = €jik, (52)
um aus Gl. (51) Folgendes zu erhalten

dM,
W + G//J'Q/MJ' =0. (53)

Wir wahlen dann das K-System so, dass der Tragheitstensor diagonal ist,
sodass M; = [;,Q2;, und erhalten aus Gl. (53)

A b — s d%  Is—h A N1
dt L 8, = I 08l g = I . (54)

Diese Gleichungen nennt man die Euler-Gleichungen.
Wir 16sen jetzt diese Gleichungen fiir den Fall eines Kugelkreisels und eines
symmetrischen Kreisels. Fiir Kugelkreisel gilt /; = I, = I3, sodass dﬁ/dt =0.
D.h. dass ) zeitunabhangig ist.
Im Fall eines symmetrischen Kreisels haben wir /1 = I, # [3. Dann gilt
a2, L —1 dQ2, I — 13 dQ23

Ty R R TS

—0.  (55)
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Demzufolge ist {23 zeitunabhangig und falls wir die Notation

I =13
h

Y= 23 (56)

einfiihren, lauten die Gleichungen fiir €24 ,

dQl dQZ

Yo} —= = —Q;.

dt YAz, dat Yac1 (57)
Wir leiten dann die erste Gleichung nach der Zeit ab, benutzen die zweite
Gleichung, um d€2,/dt zu eliminieren und erhalten

d?Q,
dt?

+42Q; = 0. (58)

Die Losung dieser Gleichung ist dann

Q1 = Qqcos(yt + @) (59)
und
Qy = —Qqsin(yt + ¢). (60)
Das bedeutet, dass
P+2 =03 (61)

zeitunabhangig ist. Weil 23 auch zeitunabhangig ist, prazediert Q um die

Symmetrieachse des Kreisels mit der Winkelgeschwindigkeit

I — 13
I

Aus der Relation zwischen M und €,
Ml - /191, M2 = llQQ, M3 - /393 (63)

folgt, dass der Vektor M auch um die Symmetrieachse des Kreisels prazediert.
Das ist die K-System Beschreibung der Prazession der Symmetrieachse des
Kreisels um den Vektor des Drehimpulses im L-System, die wir vorher schon
diskutiert haben.
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12 Eulerwinkel

Eine nitzliche Parametrisierung des K-Systems erhalt man durch die soge-
nannten Eulerwinkel. Um diese Winkel einzufiihren, brauchen wir ein paar
Definitionen.

Die Achsen des L-Systems bezeichnen wir als x, y, z, die Achsen des K-
Systems als xi, xo, x3. Die Nullpunkte der beiden Systeme fallen zusammen
und seien am Punkt O. Das K-System ist relativ zum L-System gedreht
(siehe Abb. 12).

Abbildung 12: Konstruktion der Eulerwinkel.

Um diese Drehung zu beschreiben, nutzen wir die Erkenntnis, dass die
(x1, x2)-Ebene die (x, y)-Ebene entlang einer “Knotenlinie” schneidet. Diese
Linie bezeichnen wir als ON. Die Richtung dieser Linie ist durch den Vektor
€y geben; der lautet

ey = [€; X &]. (1)

Wir fiihren drei Winkel (Eulerwinkel) ein, um die Lage des K-Systems
vollstandig zu beschreiben:

e den Winkel ¢ zwischen &, und éy;
e den Winkel 9 zwischen €y und é;
e den Winkel 6 zwischen &, und &;.

Um das K-System in die richtige Lage zu rotieren, starten wir mit der
Situation, dass die Achsen des K-Systems an denen des [-Systems ausge-
richtet sind. Diese Situation entspricht ¢ = 4 = 6 = 0. Dann fangen wir an,
das K-System in einer bestimmten Reihenfolge um verschiedene Achsen zu
rotieren, siehe auch Abb. 13.
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Abbildung 13: Die Reihenfolge der Drehungen.

Wir beginnen mit der Drehung des K-Systems um die z-Achse des L-
Systems um den Winkel ¢. Fiir einen Vektor r; im L-System sind dessen
Komponenten im rotierten K-System durch

Fic = Ryt (2)
gegeben, wobei
cos¢ sing O
Ry=| —sing cos¢ 0 |. (3)
0 0 1

Wir drehen als nachstes um die x;-Achse um den Winkel 8 und dann um die x3-
Achse um 1. Dabei sind die Achsen der Drehungen jeweils die Achsen des K-
Systems nach der ersten bzw. zweiten Drehung. Diese Drehungen beschreiben
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wir mit den beiden Matrizen

1 0 0 cosy siny O
Re=1| 0 cosf sinf |, Ii’w = —siny cosy 0 |. (4)
0 —sin@ cos@ 0 0 1

Das bedeutet, dass das Endergebnis der Drehung des K-Systems
FK — /%wé@/%d) FL (5)

lautet. Sind also die Komponenten des Vektors 7 in L-System bekannt (77),
ergibt die linke Seite der Gleichung die Komponenten des Vektors 7 in K-
System (7k). Beachten Sie, dass wir in diesem Fall das Koordinatensystem
rotieren und nicht den Vektor selbst.

Als Beispiel betrachten wir den Vektor €,. Im L-System ist dieser Vektor
durch & = (0,0,1)" gegeben. Nach Gl. (5) sieht der Vektor €, im K-System
SO aus

(€,)k =sinBsiny € +sinfcosy & + cosh €. (6)

Die Winkelgeschwindigkeit beschreibt infinitesimale Drehungen um be-
stimmte Achsen. Weil unsere Winkel ¢, 8 und ¢ die Drehungen um &,, éy
und & entsprechen, schreiben wir

Q = &, + ey + Vé;. (7)

Wir wollen nun den Vektor 2 vollstandig in das K-System umschreiben. Wir
wissen schon, wie €, im K-System aussieht (siehe Gl. (6)) und &3 ist natiirlich
im K-System definiert. Den Vektor €y konnen wir im K-System rekonstru-
ieren, indem wir erkennen, dass nach der ersten Drehung €y entlang der x;-
Achse liegt. Die zweite Drehung lasst €y invariant (die Drehung ist gerade
um €y) und die dritte ergibt

(En)k = cose; — sinPé. (8)
Die Winkelgeschwindigkeit in K-System ist dann

Q= (Bcosy + dsinfsiny) &+ (psindcosy — Osiny) &+(dcosb + ) &.

(9)

Wir konnen jetzt die Lagrangefunktion fiir die freie Bewegung des Kreisels

schreiben. Wir wahlen die Achsen des K-Systems als Haupttragheitsachsen
und schreiben die kinetische Energie als

_h® | LG

T 2 2 2

(10)
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Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit folgen aus GI. (9). Im Falle eines
symmetrischen Kreisels [, = [; = [, erhalten wir

I Iy _ I3 2
L=T=3(0*+¢sin?6) + = (¥ + pcos6)". (11)

Die Lagrangefunktion L ist von 9 und ¢ unabhangig; das heiBt, dass die
entsprechenden kanonischen Impulse erhalten sind. Wir finden

oL S .

:8_1[):/3 (¥ + ¢ cosh), py = Idpsin® @ + py cosb. (12)
Fiir den freien Kreisel ist der Drehimpuls erhalten. Wir wahlen die z-Achse

des L-Systems entlang des Drehimpulses und erhalten folgende Gleichung im

K-System

Py

W = M(E ). (13)

Andererseits kénnen wir M durch Q direkt im K-System schreiben

—

M - /Qlél ‘|‘ /QQ@Q ‘|‘ /39353. (14)
Wir erhalten dann folgende Gleichung
M(gz)K - /ngl ‘|‘ /ngz ‘|‘ /39353. (15)

Wir benutzen Gl. (6), um (€&,;)x durch €),3 auszudriicken und erhalten
drei Gleichungen aus Gl. (15)

Msin@siny =/ (¢sinOsiny + 6 cosy),
Msin6cosy = I (¢sinfcosy — Osiny), (16)
Mcos® = I3 (pcos6 + 1) .

Es folgt aus Gl. (12), dass

(deos6+) = 72 (17)
3
und, wenn wir diese Gleichung in der letzten Gleichung in Gl. (16) benutzen,
erhalten wir

— _‘t‘p.
cos 6 v (18)

Das bedeutet, dass der Winkel 6 (der Winkel zwischen dem Drehimpuls und
der Symmetrieachse des Kreisels) wahrend der Bewegung konstant bleibt.
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Dann erhalten wir aus der ersten Gleichung von Gl. (16)

b=—. (19)

Der Winkel ¢ beschreibt die Drehung um die z-Achse (die Richtung der Dre-
himpulses); ¢ ist dann die Geschwindigkeit der Préazession der Symmetrieachse
des Kreisels um die Richtung des Drehimpulses M. Letztendlich, laut GI. (7),
beschreibt

Qs = pcosh + Y (20)

die Geschwindigkeit der Drehung des Korpers um die Symmetrieachse des
Kreisels; Gl. (16) zufolge ist diese Winkelgeschwindigkeit konstant und durch

Q3:/\/I<;059 (21)
3

gegeben.
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