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a) Transformation auf die generalisierten Koordinaten (= Kugelkoordinaten):

x = Isin(f) cos(yp) i = lcos(0)fcos(p) —Isin()sin(p)¢

y = Isin(f)sin(p) = ¢ = lcos(0)0sin(y)+ Isin(6) cos(p)p

z = lcos(0) ;= —lsin(h)f

1
Kinetische Energie: T = im(xz +92+ ) =

T = %le{ (9)2 [cos®(0) cos®(ip) + cos®(8) sin® () + sin?(9)]+
+()? [sin?(0) sin®(p) + sin?(6) cos?(p)]+
+260p[0] }

1 :
= oml*[(6) +sin’(9) (¢)°]
potentielle Energie:

V =mgh = —mg z = —mgl cos(0)

fiir geeignet gewédhlten Bezugspunkt A = 0. Damit lautet die Lagrangefunktion

£0,6: ) = %le [(6)? + (sin(6) 3)*] + mgl cos(6)

b) Lagrangegleichung allgemein: i% = % fiir jede generalisierte Koordinate ¢.
— dt 9¢  0Oq
Hier: ¢ = ¢,
g—g = mil?sin?(0) ¢ % =0
d ) . 2 .
= aLz =0 mit L,:=m(lsin(0))*¢

Bedeutung: Es gibt offenbar eine Erhaltungsgrofle (= Integral/Konstante der Bewegung). Dies ist
L, , der Drehimpuls in z-Richtung. L, ist erhalten, weil die Lagrangefunktion nicht von ¢ abhéngt
(p ist eine “zyklische” Koordinate), also symmetrisch beziiglich (= invariant unter) Drehungen
um die z-Achse ist. Letzteres ist ja auch anschaulich klar.

(Achtung: die Erhaltungsgrofe ist der Drehimpuls L, , nicht etwa die Winkelgeschwindigkeit ¢!)



c) Lagrangegleichung fiir 6:

oL
a0

oL

= = mi%d
00

= mi? sin(6) cos(0) (p)* — mgl sin()
Die Bewegungsgleichung ist damit

b= —% sin(9) + ()2 sin(8) cos()

Wenn wir jetzt ¢ durch L, ersetzen, erhalten wir eine (nichtlineare) Bewegungsgleichung alleine
fiir 6(¢), denn L, ist ja zeitlich konstant. Einsetzen von ¢ = L, / (mi?sin®(6)) ergibt also

L2 cos(0)
m214 sin®()

Fiir kleine Auslenkungen 6 entwickelt man wie iiblich sin(f) ~ 6 und cos(f) =1 =

i=10), 10)=-%0+ L

l m2[463

d_) Diese Bewegungsgleichung ist natiirlich immer noch nicht ohne weiteres 16sbar. Offenbar setzt
sich die generalisierte “Kraft” f(6) aus zwei gegensétzlichen Anteilen zusammen: die riicktreibende
Kraft —#60 des harmonischen Pendels und die nach auflen gerichtete Zentrifugalkraft. Fiir 6 =0
ergibt sich damit eine neue Ruhelage 6y > 0, die durch L, bestimmt wird, was wiederum durch
Anfangsbedingungen vorgegeben wird. Ruhelage:

9 \ 1/4
f0)=0 = 0= (L—)

m2gl3

Die Néherung besteht nun darin, fiir kleine Auslenkungen um diese Ruhelage zu entwickeln: Taylor:

! ! L?
£(0) zf?(e%)ﬁf (60) O —b0) , f'(B0) =~7 — 3 i = —47

Einsetzen von f(f) liefert die gendherte Bewegungsgleichung fiir 6(t),

i(t) + 4%[9(1:) ] =0

also ein harmonisches Pendel (Oszillator) mit verschobener Ruhelage 6y und erhshter Eigenfre-
quenz wy = 24/¢g /1. Dieser Pendelbewegung in #-Richtung ist eine Kreisbewegung in der z-y-

Ebene tiberlagert. Diese ist allerdings nicht gleichférmig, da (wie gesagt) ¢ nicht konstant ist
L,

mil262 "

(sondern L,): ¢ = ¢(0) ~

a_) Lagrangefunktion: £ = %m(x)Q + mgx



b) Wirkung:
w1,

S[u(t)] = /0 [5m(@)? + mgu] dt
Fiir die “virtuelle” Bahn u(t) soll der Ansatz

u(t) = at + B2 = u=a+26t
eingesetzt werden. Fiir die Lagrangefunktion gibt das

: 1 1
L, i) = Lo f51) = gm [(a+26)° +2g(at + 5°)] = gm [0 + 20(g +28)t +26(g + 26)¢’]

Die Wirkung ist damit

S(a,8) = ym ot +alg +28)6 + 2 6(g + 26)6]

¢) Randbedingungen: u(0) = 0 ist offenbar im Ansatz schon eingebaut, und u(t,) = (aty +
Bt2) = xp legt eine der Konstanten (= Variationsparameter) a, 8 als Funktion der anderen fest:

Tp
=22 _ Bt
o 4 Bty
Um die Wirkung zu extremalisieren, kann man entweder « in S ersetzen, S(a, ) — S(8) und
dann di(;) =0 bilden. Oder man berechnet
AS(5) _ 95(0,8) , 8S(.B)da _
g~ 9B da dB
Fiir letztetre Strategie brauchen wir
oS 5 1 3 oS 1 5 da
95 =" [atb+3(g+4ﬁ)tb] P _m[atb+ 2(g+25)tb T t
Damit ergibt sich
dS(6) _ m s [ 3
= —Fr = — 4 R 2 = _

Mit der Randbedingung von oben folgt daraus

Tp 1 "
a=——=
& 29 b
Mit den so bestimmten Variationsparametern geht die “virtuelle” Bahn u(t) in die physikalische

Bahn z(t) iiber, die also lautet

1
x(t) = vot + Eth , V=

Man kann jetzt leicht nachtesten, dafl dies die {ibliche Newtongleichung mi = mg 16st und die

Randbedingungen erfiillt.



