Theorie B (SS 2002) Musterlésung Ubungsblatt 5 24.5.02

a) Der einzige Freiheitsgrad des Systems ist offenbar die Position der Kugel auf der Stange.
Als generalisierte Koordinate bietet sich der Abstand r vom Ursprung an, oder aber die Héhe z
der Kugel iiber der Erdoberfliche (x-y-Ebene). Im Folgenden wird r benutzt, weiter unten wird

alles mit z als Koordinate wiederholt.

Umrechnen der Koordinaten mit o =const., ¢ = wt, r =r(t):

x = rcos(a)cos(p) = cos(a)[r cos(p) — rw sin(y)]
y = rcos(a)sin(p) == gy = cos(a)[r sin(p) + rw cos(p)]
z = rsin(a) z = sin(a)r

Mit T = im(2? + §* + Z%) und der potentiellen Energie V = mgh = mgz = mgsin(a)r ergibt

sich die Lagrangefunktion

Lr,r) = %m [(7’“)2 + cos(a)*w® r? — 2gsin(a) r]

Die Lagrangegleichung

doc_oc _
dt or or

fiithrt auf die (inhomogene) Bewegungsgleichung

2

P —k*r = —gsin(a) , k*=w’cos’(a)

Dies kann gelost werden, indem man die DGL als

gsin(a)  gsin(a)
k2 w?cos?(a)

F—E(r—7f)=0 = 7r—k>=0 mit r=r—7, 7=
schreibt. Diese homogene DGL wird per Exponentialansatz gelost:
rt)=eM = N-k*=0 = A=+k = 7(t)= A" + Be ™

Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichung lautet damit

gsin(a)

r(t) = AeF' + Be™* + B

Alternativ kann man zunéchst die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung fiir 7(¢) per Expo-
nentialansatz bestimmen, r,(t) = Aef® + Be™* | dann eine partikulire Losung der inhomogenen
Gleichung per Ansatz r,(t) =const. = ry(t) =7 und beides addieren, r(t) = ry(t) + r,(t).



b) Anfangsbedingungen: r(0) =rq, 7(0) = 0. Einsetzen der allgemeinen Losung fiihrt auf die
Bedigungen

ro=(A+B)++7 und 0=k(A-B)
also auf A = B und ry = 24+ 7 bzw. A = 1(ro — 7). Die Bahn der Kugel ist also

r(t) = A(e* + e ™) + 7 = 2Acosh(kt) +7 =

r(t) = (ro —7) cosh(kt)+7 , 7= % sin(a) , k=w cos(a) >0

Diskussion: Wird die Schwerkraft ignoriert, g = 0, ist # = 0 und damit r(¢) = rocosh(kt). Der
cosh(kt) nimmt mit |¢| zu, d.h., fiir 7p > 0 rutscht die Kugel nach oben weg, fiir ry < 0 nach
unten, wenn man sich die Stange zu negativen z fortgesetzt denkt. Dies kommt von der linearen,
wegtreibenden Zentrifugalkraft +k%r in der Bewegungsgleichung, die nur bei r = 0 verschwindet.

Fiir groBe Zeiten |t| — oo ist die Bahn exponentiell, mit cosh(kt) ~ L exp(|kt).

Mit Schwerkraft kommt eine konstante Kraft hinzu, die lediglich den Nullpunkt der Gesamtkraft

von r = 0 nach r = 7 verschiebt.

Fiirden Fallw — 0 = k£ — 0, oder den Fall ¢ — 0 bei beliebigem &, muf} fiir kleine k ¢ entwickelt
werden. Mit cosh(z) ~ 1+ 222 (z.B. Bronstein) und Einsetzen von 7 ergibt sich

1
r(t) = 1o+ §(r0k2 — gsin(a))

Fiir kleine Zeiten |t| — 0 wirken demnach Zentrifugal- und Schwerkraft gleich (aber natiirlich

entgegengesetzt). Fiir den Fall £ — 0 erhélt man wie erwartet 7(t) =ro — Sgsin(a)¢*.

Zum Vergleich alles nochmal mit z als generalisierte Koordinate:

a)

z . 1 . .
xr = tan(a) cos(yp) T = tanl(a) [2 cos(p) — zwsin(p)]
V= @) =0 = oy lsine) + awcos()

Die kinetische Energie wird damit,
1
T =5m [((2)? + w?2%) / tan(e)? + ()]

und die potentielle V = mgh = mgz. Die Lagrangefunktion:




Dies ist im Prinzip dasselbe wie oben, mit anderen geometrischen, a-abhéngigen Vorfaktoren. Die

Lagrangegleichung liefert dann

. g .
% = cos?(a)w? z — - sin®(a) ,

was sich wie oben schreiben 148t als

5—p*(z—2)=0 mit p*=cos’(a)w? , 2= = tan®(a)

Entsprechend lautet die allgemeine Losung

2(t) = Ae’' + Be P! 4 3

b) Anfangsbedingungen: r(0) =79 = 2z(0) = zp = rosin(a) und 7#(0) =0 = £(0) = 0. Fiir
die dazugehorige Bahn ergibt sich

z(t) = (20 — 2) cosh(pt) + 2 , 2= tan®(a) , p=wcos(a) >0

a) Pendel schwingt in Ebene, diese sei 2-y-Ebene; dann ist = = I'sin(p),y = [ cos(y), und
die kinetische Energie lautet (wie iiblich) T = fmi?(¢)?. Die potentielle Energie ist V(p) =
mgh = —mgl cos(p) . Damit

Llpg) = T—V=omP@)-V(e)

Blp.9) = T+V = sml() +V(e)

Energieerhaltung:
dE .. 0V (p) . .oV
— =ml? = |mi? .
T mie o e+ 9y ) mie o+ 0 )

Mit der Lagrangegleichung

doL oL o o e+ g
dtdp  op L
dE
fol f — =01
olgt sofort T 0

b) Da die Gesamtenergie erhalten ist, kénnen wir diese auf einen willkiirlichen festen Wert E

setzen und nach ¢ auflgsen:

- ) . do 2(E —=V(yp
E=E(p,p) = =T %



Trennung der Verdnderlichen und Integration beider Seiten in den Grenzen 0, ¢, bzw. 0, :

_ JAEZ V() N _me 1
dgp = o= =\ = =y !mdga

Fiir kleine Auslenkungen mit cos(¢) ~ 1 — $¢* wird das Potential

1
Vip) ~ 5mgl ©> — mgl

und wir miissen das Integral

[ml? i 1
tb = / — ng
2 5 \/(E + mgl) — 3mgl ©?

berechnen. Die Konstante mgl kann als Bezugsenergie in E absorbiert werden, (E + mgl) — E

(d.h., wir messen E relativ zu —mgl; wir hiitten auch schon am Anfang einen entsprechenden

Bezugspunkt im Potential wihlen kénnen). Das Integral lautet dann

mi2 7 1
ty = 2E/ mgl ngp
o V1I—ZE ¢

[mgl
Mit der Substitution = = % ¢ wird daraus

t / %%_1%71 d arcsi myg! it \/ﬁ
woty = [V T = arcsin \/—— mi Wo =14/7
o b 0 A2 oF ®b 0 ]

Da ¢, und t, beliebig sind, gibt ¢,(t;) die gesuchte “Bahn” ¢(t) wieder. Auflésen der obigen

Gleichung ergibt

o(t) = ,/;—Z sin (wp 1)

Fiir die (ebenfalls beliebige) Energie E wurde wieder E geschrieben.

¢) Anfangsbedingungen: Die obige Losung liefert

) | 2F [2E
¢(0)=0 und ¢(0) = m—glwo =\

In der Rechnung: Die Anfangsauslenkung ¢(0) = 0 wurde in der Rechnung explizit eingebaut,

als untere Integralgrenze. Bei gegebenem ¢(0) ist die (zeitlich konstante) Energie E durch die
Anfangsgeschwindigkeit ¢(0) bestimmt. Umgekehrt steckt also die zweite Anfangsbedingung in
der gewihlten Energie E .



