Theorie B (SS 2002) Musterlésung Ubungsblatt 8 14.6.02

a) Lagrangefunktion:

L= omE? +QAME= Y om(E)+Q ¥ A,

1=x,Y,2 1=x,Y,2

Fiir die Bewegungsgleichung:

doL d . ; 0A; . oL . 0Ag
A T i Ail = i o=
Zusammen =
. 04,  0A;\ |
i = - 1
" Qk::cz:g/;;(awi axk) o W
Hier: A =A;=(0,2By,0) =
mi = QByy .
Y
mi = —QByi = mtr =QBy| —1 (2)
0
mz = 0
Teilchen im Magnetfeld ?!
Newton: mi = F; mit der Lorentzkraft F, = Q(v x B).
0 x 0 ]
B = 0 = Fr=QBy| v | x| 0 | =QBy| —2 q.e.d
By z 1 0

Andere Wabhl fiir A :

Setze A = Ay = (—yDBy,0,0) in (1) ein; es kommt wieder (2) heraus. D.h., A; und A, korre-
spondieren zur selben Kraft F , sprich Magnetfeld B .

Dritte Moglichkeit:

1 1[0 N [ TYB 1
A:A3:—BXI':— 0 X y = — l‘BO :—(A1+A2)
2 2 2 2

BO z 0

Da die Bewegungsgleichung (1) linear in A ist, addieren sich die Krifte, F = 3(F, + F.), und
es folgt wiederum (2).



b) Wirkungsprinzip: Die Bahn r(¢) des Teilchens extremalisiert die Wirkung
tp
Sle] = [ dt L(x(2), (1))
ta

bei festgehaltenen Endpunkten r(¢,) = r, und r(ty) = r,.

Hier: £ = 1m(f)>+ QA(r)i mit dem Parameter A .
Eichtransformation: A — A = A + grad ®(r) , dann #ndert sich die Lagrangefunktion in

L—L=L+Qigrad®(r) =L+ %Q)(r(t))
denn
d 0P
" (r(t)) k:;y’z o, & = rgrad
Die Wirkung geht damit iiber in
~ 123 iy d
S 8= / dt+ [ dt Za(r(t) = 5+ O(x) - O(ra)
ta ta —_——

= const.

Die Eichtransformation fiihrt auf eine additive Konstante, die nur von den festen Endpunkten der
Bahn abhéngt und daher das Ergebnis der Variation (= Lagrange-Gleichungen) nicht beeinflufit.

In a): A; und A, unterscheiden sich um

yBy
A —Ay=| 2By | =grad ®(z, vy, 2) mit ® = Byzy
0
Genauso: A — A3 =A; — %(Al + As), also in diesem Fall: ®(z,y,z) = %Bo xy.
Die drei Vektorpotentiale in a) unterscheiden sich also nur um Eichtransformationen und sind
physikalisch dquivalent.

¢) Kanonischer Impuls:

oL
pi=(%‘=ma’:i+QAi & p=mt+QA(r)
Hamiltonfunktion:

H= Y phi—L=gm@? = |HEp)=, (p-QA)

1=,Y,2

Energie: Kinetische Energie: T = 1m(i)2.

Potentielle Energie: Die Lorentzkraft besitzt kein Potential. Die Energie héngt also von der Bahn
des Teilchens ab und mu$ fiir jede Bahn (sprich Anfangsbedingung) neu bestimmt werden, durch
Berechnung der geleisteten Arbeit.



Im Fall des Teilchens im Magnetfeld hat man allerdings Gliick, die an der Lorentzkraft geleistete
Arbeit ist stets null:

r t
Wab:/bFLdr:/bFLi‘dtZO
ro ta

weil Fpr = Q¢ x B)r = 0. Damit ist die Energie immer durch die kinetische gegeben, F =T =
‘H , bestimmt durch den kinetischen Impuls mr.

d*) Wir gehen riickwérts vor: Newton-Gleichung nach Komponenten auflésen und hoffen, dafi (1)

rauskommt.
Newton:
mit=F,, F, =Q(r x B) B=rotA=V x A

Magnetfeld in Komponenten:

ax Aa: ayAZ - 82"43/
B=VxA=|0, | x| 4 |=]| 0,4, — 0, A,
az Az awAy - ayAic
Damit in die Lorentzkraft
X O0yA, — 0,A, Y[0z Ay — 0yAs] — 2[0, Ay — 0, A,
Fro=Q| vy | x| 0,4, — A, | =] %[0,A, — 0,4, — [0, Ay — O, A,]
z 0y Ay — 0y A, [0, Ay — 0, A, — y[0,A, — 0,A,)
In den hinteren [...]-Klammern die Reihenfolge der Summanden umtauschen und in jeder Zeile

eine 0 addieren:
Y[0z Ay — OyAg] + 2[0, A, — 0,A;] + £[0, Ay — 0, A,]

Fp=Q| (0,4, — 0,4,] + i[0,Ay — 0,4, + §[0,4, — 9,4,]
20, Ay — 0, A,) + 1[0, Ay — 0,A,] + 2[0,A, — 9,A,]

Dies 148t sich nun schreiben als

_ . [0A,  0A;
(Fr)i=@ Z Tk (8:@ a 8xk)

k=x,y,2

Damit ist (1) fiir beliebiges A reproduziert.

a) (Kanonischer) Drehimpuls:

T j2 Yp. — 2Dy
L=rxp=|y [X]| p |=]| 20:— 2D
z j 2 TPy — YPu



In Kurzform lauten die Komponenten

. (,L? j7 k) = ('I'C7 y? Z)7 (y7 Z? x)’ (Z’ 3:7 y)
L = (z;px — zxpj) mig
= (x,2z,y) und zyklisch

((Mit dem total antisymmetrischen Tensor € (Theorie C!) sieht das dann so aus:

Li=) eijrwipx.))
J:k

Poisson-Klammer:

{4,B}= X

l=zy,z

0A0B 040B
8pl aéﬂl aéﬂl 8pl

Damit zur Aufgabe:

{Li’ xk} = Z

l=z,y,2

Opy Ox;  Oxy Opy

Die z; und p; sind die unabhéngigen Variablen,

oxy, oxy, 1 fiir k=1
—— =0, S —=0,= .
oy ox; ’ 0 fiir k#1
: oL, . .
Damit folgt {L;,zx} = =, im einzelnen:
Opk
oL oL
I/‘r = z = - L , = Yy =
{ 7y} apy z { Y .T} apm
oL, oL,
= —2 = - d sz = =
{Ly? ’Z} apz z un { y} 8py x
oL oL
Loz} = 3% = - Loz} = 3% =

AuBerdem gilt natiirlich {L,,z} = {L,,y} = {L.,z} = 0, und zusammengefafit lautet das
Ergebnis

{Li,z} = —x4 mit (i,k,1) = (x,y,2) und zyklisch
{Li, Uﬁz} =0
{Li,zi} = —{Li,z}
((Dies 148t sich wieder mit dem e-Tensor zusammenfassen, {L;, zx} = — Z Eikl L1 -))

l=z,y,z

Ganz analog wird der “Kommutator” mit p berechnet:

(%k

{Lispe} = > =

l=z,y,2

Op; Oz, Oz, Opy




mit dem Ergebnis:

{Li,p} = —m mit (i,k,1) = (z,y,2) und zyklisch
{Lipi} = 0
{Le,pi} = —{Li,pk}
((In Kurzform: {L;,px} =— > eimmi-))
l=x,y,2

Nun zur Berechnung von {L;, Ly} . Trivialerweise gilt {L;, L;} = 0. Von den nichttrivialen Kom-
binationen betrachte mal

0L, OL 0L, OL
L:c L = Z - - - - - ) - T = —L,
{ ’ y} < 8pl al‘l al'l 8le yp py d L

l:$ayaz

l#zv—>0 l#zv—>0

Fiir die Kombinationen (y, 2), (z,x) geht das genauso, und mit Hilfe von {A, B} = —{B, A}

ergibt sich insgesamt

{Li, Ly} = —L, mit (i,k,1) = (x,y,2) und zyklisch
((In Kurzform: {L;, Ly} =— > emly.))
l=z,y,2

Dies 148t sich auch eleganter, aber ldnger, mit den algebraischen Regeln

(A,BC} = {A,BYC+B{A,C}
{AB,C} = {A,C}B+A{B,C}

{A,(B+C)} = {AB}+{A,C}

berechnen:

{an Ly} = {va (pr - xpz)} = {an Z}px + Z{Lm,px} - {an x}pz - x{anpz}
= {Lzaz}px - -T{Lmapz} =YPx — TPy = -L,

etc.

b_) Teilchen im Zentralpotential:

M) =2 V@) V() = U]



Lassen wir zunéichst V (r) allgemein, dann gibt die erste Klammer der Aufgabe die Zeitentwicklung

des Drehimpulses wieder,

d 1

L= L} = 5 —A®)" Li} + {V(r), Li}

Die erste Klammer (kinetische Energie) wird mit den Regeln von oben ausgewertet:

{32 L} = D {w)®Li}=-2 Y pr{Lapi}

k:wzyaz k:wzyaz

= _2[pw {L:capm} +py {Lmapy} +D. {Lmapz}] = _2[]72 Dy — pypz] =0
N——— N— N———
=0 =D = +py

Die kinetische Energie erhilt also den (kanonischen) Drehimpuls, {T,L;} = 0, und die zeitliche

Verdnderung wird allein durch das Potential bestimmt. Die entsprechende Poisson-Klammer lautet

oL, 0V  OL, oV

Lz — L.’L‘) = — — —
{V(r), Lo} = —{Ls, V} k_z <8pk dxy  Oxy Opy
=x,Y,Z N——

=0

Mit der Kraftkomponente Fy ,

oV (r)
al‘k

= (grad V), = —Fy

ergibt sich

vy Ly= Y 2

Fy,=yF,—zF,
k=z,y,2 apk

und analog {V,L,} =z2F,—xzF, , {V,L,}=2F,—yF,.
Also

{V(r),L;} =2 F, — 2 F, mit (i,k,l) = (x,y,2) und zyklisch & {V(r),L}=rxF

In einem Zentralpotential ist das Drehmoment r x F = 0:

d d
F = —grad U(Jr|) = — (éff") gradr = — fo) L mit r=jr|= a2 g2+ 22

r

Hier ist also F||r (Zentralkraft), und damit verschwindet die Poisson-Klammer,

dU(r)
dr

{#,L} ={U(|r|), L} = - (rxr)=0

Die restlichen Poisson-Klammern der Aufgabe sind jetzt einfach:

{H L% = 3 {H, (L)} =2 3 Li{H, Ly} =0

k=x,y,2 k=z,y,2 —0



Und:

{|ILP Ly} = 2Ly {Ly, Ly} +2L, {Ly, Lo} +2L, {L.,L,} =0 etc.
=0 i3 L
— = 2 = — Yy

Satz involutorischer Observabler:
H, L% L mit =2 oder i =y oder i=z

denn die paarweisen Poisson-Klammern aus #, |L|?, L; sind zwar null fiir festes i, aber eben
{Li,Lp} #0.
c) Hier niitzt die Jacobi-Identitét:

(A, {B,C}} + {C,{A,B}} + {B,{C,A}} = 0
Damit ist

d ={H =0

afi’»(rap) - { a{f17f2}} -

denn

{1 A fis 23} + o {H, i} + A { o, 7YY =0
=0 =0



