Theorie B (SS 2002) Musterlésung Ubungsblatt 9 21.6.02

a) Lagrangefunktion:
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Bewegungsgleichung: Uber Lagrange,
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ergibt sich

?jl + %(Ul - UQ) =0
’&2 + %(2’&2 — Uy — Ug) =0 (1)
?'lg + %(Ug — UQ) =0

b) Wie iiblich (Theorie A) bestimmen wir die Lésung zunéchst im Komplexen und bilden hin-
terher den Realteil. Ansatz
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mit m; = m3 = m, mo = M . Die a; sind also komplex, w eigentlich auch, es werden aber nur
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ay € = iy =— ap w? et (2)

Uk (t) =

reelle w herauskommen. Fiir die Rechnung spielt es zunéchst keine Rolle, ob a; komplex ist oder
nicht.

Den Ansatz in (1) einsetzen und die drei Zeilen mit /m, v M , \/m durchmultiplizieren ergibt
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Dies 148t sich in Matrixform schreiben,
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Dies ist eine Eigenwertgleichung der Form Da = Aa bzw. ein homogenes Gleichungssystem
(D—A1)a=0. Aus der Bedingung fiir eine nichttriviale Losung a,

(k2 =) —kK 0
det(D—A1)=det| —kK (2K2—)) —kK |=0
0 kK (k2= ))

ergeben sich die Eigenwerte | A = w* | und damit die moglichen Eigenfrequenzen w. Aus det()=0
folgt

(B2 = N)2(2K? = \) = 2B°K*(k* = X)) =0 = (K2 =XN[N=AE*+2K?*)]=0
Diese Gleichung hat drei Losungen, die drei Eigenwerte
M=k, X=0, Xl =~k +2K?

Die Amplituden aj werden nun durch Lésen des Gleichungssystems (3) fiir jedes A bestimmt, was
die Eigenvektoren der Matrix D bestimmt:

XA =0 — w=0: GL (3) hat die Losung

K K
a1 = —-02 , a3 = 02

k k

wobei a; unbestimmt bleibt. Der Eigenvektor und die zugehorige Losung lauten also

K/k uy (1) 2 ) 1 1
a= 1 Jaa = ult)=| u(t) | = ag = ——as| 1 | = Ap| 1
(K/k) (u3<t>) L | VM (1) (1)

Diese “Mode” korrespondiert offenbar zu einem ruhenden Molekiil, die Integrationskonstante
Re(Ap) (siehe unten) bestimmt die Position auf der z-Achse.
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A = k? — w; = k: GL (3) hat nun die Lésung

CZQ:O, a; = —ag

wobei a; oder az unbestimmt bleiben. Wenn wir ag vorgeben (Integrationskonstante), lauten Ei-
genvektor und Losung
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a=| 0 |laz = ult)=—=az| 0 |e™'=A| 0 [e™
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Hier schwingen die Auflenatome gegenphasig mit gleicher Frequenz, wihrend das Zentralatom in
Ruhe bleibt.

A = k% +2K? — wy =+k?+ 2K2: Gl (3) hat nun die Losung
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und ay bleibt als Integrationskonstante unbestimmt. Eigenvektor und zugehérige Lésung von (1):
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Hier schwingen die dufleren Atome gleichphasig (mit gleicher Amplitude), und das Zentralatom
schwingt dagegen, so dafi der Schwerpunkt unveréndert bleibt (siehe unten).

c) Die physikalische Losung ist der Realteil der allgemeinen komplexen Lésung,
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Diese besitzt offensichtlich 5 reelle Integrationskonstanten. Die Frequenzen wi,w; sind positiv
gewihlt worden; negative Frequenzen (es war ja w = ++/)) fithren auf dieselbe Losung, da das
Vorzeichen in die Integrationskonstanten absorbiert werden kann.

Anzahl der Konstanten: Die Bewegungsgleichungen bestehen aus drei DGL 2. Ordnung, also brau-
chen wir 6 Konstanten, eine fehlt. Im Ansatz (2) fehlt die gleichférmige Bewegung des Schwer-
punktes auf der z-Achse. Die Gl.en (1) werden auch gelést durch

1
u®)=| 1 |[vot+uo]
1

Diese Losung kann man zum Ansatz (2) addieren (genauer: nur fiir den Fall w = 0, so daf
die Ansétze fiir verschiedene w linear unabhéngig bleiben). Zu Re(Ay) = o kommt dann die
Schwerpunktgeschwindigkeit vy als 6. Konstante hinzu. Die vollstéindige allgemeine Losung lautet
also

Re(u(t)) = e;[Re(A;) cos(wit) + Im(Ay) sin(wqt) |+
+ ey [Re(Az) cos(wat) + Im(As) sin(wst) |+ (4)

+e0[v0t+uo]




mit den “Polarisationsvektoren”

-1 1 1
€ = 0 , €2 = _2ﬁm , €0 = 1
1 1 1

Eigenschwingungen: siehe unter b).
Der Schwerpunkt bewegt sich gleichférmig, d.h., die Eigenschwingungen lassen den SP in Rubhe.
Test: (4) einsetzen in die SP-Position

U1+U3)+MU2
2m+ M

U(t):m( =...=vt+u

Die Eigenschwingungen als auch die SP-Bewegung koénnen einzeln angeregt werden, indem man
geeignete Anfangsbedingungen vorgibt. Hintergrund: die Vektoren e; , e, , €y sind paarweise linear
unabhéngig. (Aber nicht orthogonal. Orthogonalitit wird aber auch nur von den Eigenvektoren
{a} verlangt.)

Teilchen in einem Potential:
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Lla,d) = sm(@) = V(2) , H(z,p) =5 +V(2)
Die Lagrangefunktion ergab sich hier nach dem {tiblichen Rezept £ =T — V. Wenn eine duflere,
zeitabhéngige Kraft F(t) dazu kommt, mufl ein zusétzliches, zeitabhéngiges Potential W (z,t)

bestimmt werden, das nach Gradientenbildung die duflere Kraft reproduziert,

_OW(z,1)

F(t) = or

In diesem Beispiel dquivalent dazu, aber im allgemeinen sicherer und universeller ist die Vor-
schrift, die gesamte Lagrangefunktion so zu bestimmen, dafl die Lagrange-Gleichung die Newton-
Gleichung reproduziert,
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Beide Vorgehensweisen fiihren fiir die zus. Kraft F(t) auf die Lagrangefunktion

1 2
L(z,T,t) = §m(5c)2 —V(z)+zF(t) = H(z,pt)= 2p_m +V(z) —x F(t)
Wenn die duflere Kraft ihrerseits ortsabhéingig ist, ergibt sich
1 z 2 x
Liw,i,t) = sm(d)* = V(z) + / de' F(z',t) =  H(z,pt) = Zp—m V() - / dz' F(', 1)
xo Zo

Die Konstante xq ist beliebig, da sie in der Bewegungsgleichung rausfillt.



