
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 2 16.05.031 a) Transformation auf die generalisierten Koordinaten (= Kugelkoordinaten):x = l sin(�) os(')y = l sin(�) sin(')z = l os(�) =) _x = l os(�) _� os(')� l sin(�) sin(') _'_y = l os(�) _� sin(') + l sin(�) os(') _'_z = � l sin(�) _�Kinetishe Energie: T = 12m( _x2 + _y2 + _z2) =)T = 12ml2f ( _�)2 [os2(�) os2(') + os2(�) sin2(') + sin2(�)℄++( _')2 [sin2(�) sin2(') + sin2(�) os2(')℄++2 _� _' [0℄ g= 12ml2 [ ( _�)2 + sin2(�) ( _')2 ℄potentielle Energie:V = mgh = �mg z = �mgl os(�)f�ur geeignet gew�ahlten Bezugspunkt h = 0 . Damit lautet die LagrangefunktionL(�; _�; _') = 12ml2 [ ( _�)2 + (sin(�) _')2 ℄ +mgl os(�)b) Lagrangegleihung allgemein: ddt �L� _q = �L�q f�ur jede generalisierte Koordinate q .Hier: q = ' ,�L� _' = ml2 sin2(�) _' �L�' = 0=) ddtLz = 0 mit Lz := m(l sin(�))2 _'Bedeutung: Es gibt o�enbar eine Erhaltungsgr�o�e (= Integral/Konstante der Bewegung). Dies istLz , der Drehimpuls in z-Rihtung. Lz ist erhalten, weil die Lagrangefunktion niht von ' abh�angt(' ist eine \zyklishe" Koordinate), also symmetrish bez�uglih (= invariant unter) Drehungenum die z-Ahse ist. Letzteres ist ja auh anshaulih klar.(Ahtung: die Erhaltungsgr�o�e ist der Drehimpuls Lz , niht etwa die Winkelgeshwindigkeit _' !)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 2 (16.05.03) 2) Lagrangegleihung f�ur � :�L� _� = ml2 _� �L�� = ml2 sin(�) os(�) ( _')2 �mgl sin(�)Die Bewegungsgleihung ist damit�� = �gl sin(�) + ( _')2 sin(�) os(�)Wenn wir jetzt _' durh Lz ersetzen, erhalten wir eine (nihtlineare) Bewegungsgleihung alleinef�ur �(t) , denn Lz ist ja zeitlih konstant. Einsetzen von _' = Lz = (ml2 sin2(�)) ergibt also�� = �gl sin(�) + L2z os(�)m2l4 sin3(�)F�ur kleine Auslenkungen � entwikelt man wie �ublih sin(�) � � und os(�) � 1 )�� = f(�) ; f(�) = �gl � + L2zm2l4�3d) Diese Bewegungsgleihung ist nat�urlih immer noh niht ohne weiteres l�osbar. O�enbar setztsih die generalisierte \Kraft" f(�) aus zwei gegens�atzlihen Anteilen zusammen: die r�uktreibendeKraft �gl � des harmonishen Pendels und die nah au�en gerihtete Zentrifugalkraft. F�ur _� = 0ergibt sih damit eine neue Ruhelage �0 > 0 , die durh Lz bestimmt wird, was wiederum durhAnfangsbedingungen vorgegeben wird. Ruhelage:f(�0) = 0 =) �0 =  L2zm2gl3!1=4Die N�aherung besteht nun darin, f�ur kleine Auslenkungen um diese Ruhelage zu entwikeln: Taylor:f(�) � f(�0)| {z }= 0 +f 0(�0) (� � �0) ; f 0(�0) = �gl � 3 L2zm2l4�40 = �4glEinsetzen von f(�) liefert die gen�aherte Bewegungsgleihung f�ur �(t) ,��(t) + 4gl [�(t)� �0℄ = 0also ein harmonishes Pendel (Oszillator) mit vershobener Ruhelage �0 und erh�ohter Eigenfre-quenz !0 = 2qg = l . Dieser Pendelbewegung in �-Rihtung ist eine Kreisbewegung in der x-y-Ebene �uberlagert. Diese ist allerdings niht gleihf�ormig, da (wie gesagt) _' niht konstant ist(sondern Lz) : _' = _'(�) � Lzml2�2 .



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 2 (16.05.03) 32 a) Energie der Feder: UF = 12D (q � a)2 , q =Abstand der Massen.Wir brauhen q als Funktion der Winkel '1; '2 .Dazu:x1 = l sin('1) x2 = l sin('2) + ay1 = �l os('1) y2 = �l os('2)F�ur das Abstandsquadrat ergibt sih damitq2 = jr2 � r1j2 = (x2 � x1)2 + (y2 � y1)2= l2 h (sin('2)� sin('1) + al )2 + (os('2)� os('1))2 iAlles ausmultiplizieren und ausnutzen vonsin2+os2 = 1 und sin('1) sin('2) + os('1) os('2) = os('1 � '2) liefertq2 = 2l2 " a22l2 + al [sin('2)� sin('1)℄ + 1� os('2 � '1)# .Die Wurzel daraus und in UF = 12D (q � a)2 eingesetzt ergibt shlie�lihUF = Dl28<:s a22l2 + al [sin('2)� sin('1)℄ + [1� os('2 � '1)℄� ap2l 9=;2b) Gesamte potentielle Energie: U = UF +m1gh1 +m2gh2 .Die H�ohen der Massen �uber dem tiefsten Punkt (Ruhelage) sind h1;2 = (l�jy1;2j) = l�l os('1;2) ,also U('1; '2) = UF +m1gl[ 1� os('1) ℄ +m2gl[ 1� os('2) ℄N�aherung f�ur kleine Winkel:Systematik: Eigentlih m�u�te man zuerst sin und os bis zur quadratishen Ordnung entwikeln(Bronstein), d.h., sin(') ' ' und os(') ' 1� 12'2 , dieses in U einsetzen und die Wurzel mitp1 + x ' 1 + 12x � 18x2 entwikeln. Dann in UF den f: : :g2-Term ausmultiplizieren und alleTerme h�oherer als quadratisher Ordnung, d.h., � '31; '32; '1'22 et., weglassen.Gl�ukliherweise vereinfaht sih die Wurzel von selbst, und man brauht nur stur durhrehnen:Mit sin(') ' ' und os(') ' 1� 12'2 ergibt sih in UFp: : : ' s a22l2 + al ('2 � '1) + 12('2 � '1)2= ap2lvuut1 + 2 la('2 � '1) +  la!2 ('2 � '1)2= ap2lvuut 1 + la('2 � '1)!2 = ap2l + 1p2('2 � '1)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 2 (16.05.03) 4und damit UF = 12Dl2('2 � '1)2 .Werden nun noh die os in der Shwereenergie entwikelt, erh�alt manU('1; '2) = 12gl(m1'21 +m2'22) + 12Dl2('1 � '2)2Als ersten Test der Rehnung kann man sih davon �uberzeugen, da� das Minimum der potentiellenEnergie, also die Gleihgewihtslage, wie gefordert bei '1 = '2 = 0 liegt.) F�ur die Lagrangefunktion brauhen wir noh die kinetishe Energie:T = 12m1( _x21 + _y21) + 12m2( _x22 + _y22) .Mit _x1 = l os('1) _'1 ; _y1 = l sin('1) _'1 ) ( _x21 + _y21) = l2 _'21 und analog f�ur '2 folgtL('1; _'1;'2; _'2) = T � U = l22 �m1 _'21 +m2 _'22 � gl (m1'21 +m2'22)�D('1 � '2)2 �Die Lagrangegleihungen lauten ddt �L� _'1;2 = �L�'1;2 . Daraus ergeben sih die Bewegungsgleihungen�'1 + gl '1 = � Dm1 ('1 � '2)�'2 + gl '2 = � Dm2 ('2 � '1)Die linken Seiten sind o�enbar die Bewegungsgleihungen zweier mathematisher Pendel in har-monisher N�aherung, wie aus Theorie A bekannt. Die rehte Seite koppelt diese harmonishenOszillatoren �uber das lineare Kraftgesetz der Feder aneinender $ \gekoppelte harmonisheOszillatoren".


