Theorie B (SS 2003) Musterlésung Ubungsblatt 2 16.05.03

a) Transformation auf die generalisierten Koordinaten (= Kugelkoordinaten):

r = Isin(0)cos(yp) i = lcos(0)0cos(p) — Isin(f) sin(p)¢

y = Isin(A)sin(p) = § = lcos()hsin(p)+ Isin(f) cos(p)p

z = lcos(h) i o= —lIsin(0)6

1
Kinetische Energie: T = §m(x2 +9P+ ) =

T = %le{ (9)2 [cos?(0) cos®(ip) + cos®(6) sin?(y) + sin?(9)]+
+(2)? [sin®(6) sin®(p) + sin®(f) cos® ()] +
+20p[0]

_ %mﬂ [(6)? + sin®(0) ()?]

potentielle Energie:
V =mgh = —mg z = —mgl cos(6)

fiir geeignet gewédhlten Bezugspunkt A = 0. Damit lautet die Lagrangefunktion

. 1 .

L(6,0;¢) = §ml2 [(0)* + (sin(0) @) ] + mgl cos(6)
b) Lagrangegleichung allgemein: i% = % fiir jede generalisierte Koordinate ¢.
— dt 9q dq
Hier: ¢ = ¢,

g—:f; = ml*sin’(0) ¢ % =0

d . . 2 .
= EL'Z =0 mit L, :=m(lsin(0))¢

Bedeutung: Es gibt offenbar eine Erhaltungsgrofie (= Integral/Konstante der Bewegung). Dies ist
L, , der Drehimpuls in 2-Richtung. L, ist erhalten, weil die Lagrangefunktion nicht von ¢ abhéngt
(p ist eine “zyklische” Koordinate), also symmetrisch beziiglich (= invariant unter) Drehungen
um die z-Achse ist. Letzteres ist ja auch anschaulich klar.

(Achtung: die Erhaltungsgrofe ist der Drehimpuls L, , nicht etwa die Winkelgeschwindigkeit ¢!)
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c) Lagrangegleichung fiir 0:

oL oL . 2 .
5 mi* 6 20 = ml®sin(0) cos(0) (¢)° — mglsin(0)

Die Bewegungsgleichung ist damit

ézz—%ﬁn@)+O@QQDWNmM®

Wenn wir jetzt ¢ durch L, ersetzen, erhalten wir eine (nichtlineare) Bewegungsgleichung alleine

fiir 0(t), denn L, ist ja zeitlich konstant. Einsetzen von ¢ = L./ (mi?sin?(#)) ergibt also

L? cos(f)

. . _g . _ Lz cos(v)
b= —7sin@)+ m2[4sin®(0)

Fiir kleine Auslenkungen 0 entwickelt man wie {iblich sin(f) ~ 6 und cos(f) ~1 =

i=10). fO)=-To4 =

l m2[463

d) Diese Bewegungsgleichung ist natiirlich immer noch nicht ohne weiteres 16sbar. Offenbar setzt
sich die generalisierte “Kraft” f(0) aus zwei gegensétzlichen Anteilen zusammen: die riicktreibende
Kraft —%6 des harmonischen Pendels und die nach aufien gerichtete Zentrifugalkraft. Fiir 0 =0
ergibt sich damit eine neue Ruhelage 6y > 0, die durch L, bestimmt wird, was wiederum durch

Anfangsbedingungen vorgegeben wird. Ruhelage:

5\ 1/4
B =0 = 90=< = )

m2gl®
Die Néherung besteht nun darin, fiir kleine Auslenkungen um diese Ruhelage zu entwickeln: Taylor:

! ! Lg
f(0) ~ f:@Og 00 (0= 00)  [(00) = = = 3rr = —4

Einsetzen von f(#) liefert die geniherte Bewegungsgleichung fiir 6(t) ,

ﬂw+4%ﬂw—9d:0

also ein harmonisches Pendel (Oszillator) mit verschobener Ruhelage 6y und erhdhter Eigenfre-
quenz wy = 24/g /1. Dieser Pendelbewegung in #-Richtung ist eine Kreisbhewegung in der z-y-

Ebene tiberlagert. Diese ist allerdings nicht gleichformig, da (wie gesagt) ¢ nicht konstant ist
L

(sondern L.): ¢ = ¢(0) ~ WQZQQ :
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a) Energie der Feder: Up = %D (g —a)?, ¢ =Abstand der Massen.
Wir brauchen ¢ als Funktion der Winkel 1, ¢ .

Dazu:
ry = Isin(pq) Ty = Isin(ps) +a
y1 = —lcos(yy) Yy = —lcos(yz)

Fiir das Abstandsquadrat ergibt sich damit

¢ =rs—11]* = (va—21)" + (2 — 1)
= [? [(Sin((pg) — sin(ir) + %) + (cos(p2) — COS(<,91>>2]

Alles ausmultiplizieren und ausnutzen von

sin? 4 cos? = 1 und sin(y;) sin(ps) + cos(p1) cos(ps) = cos(py — p2) liefert

Cl2 a ., .
¢ =202 lﬁ + 7 sin(p2) —sin(pr)] +1 = cos(p2 — 1) |-

Die Wurzel daraus und in Up = 3D (¢ — a)® eingesetzt ergibt schlieflich

: 2
Upr = DI? { \/% + %[sin(m —sin(p))] + [1 = cos(i2 — 91)] - —= }

b_) Gesamte potentielle Energie: U = Ur + myghy + maghs .
Die Hohen der Massen iiber dem tiefsten Punkt (Ruhelage) sind hy o = (I—|y12|) = [—1cos(¢12),
also

Ulpr,p2) = Up +mygl[1 — cos(p1) ] + magl[1 — cos(¢s) ]

Néherung fiir kleine Winkel:

Systematik: Eigentlich miifite man zuerst sin und cos bis zur quadratischen Ordnung entwickeln

1
(Bronstein), d.h., sin(¢) ~ ¢ und cos(p) ~1— 54,92, dieses in U einsetzen und die Wurzel mit

1 1
Vi+zr ~1+ 3%~ §x2 entwickeln. Dann in Ur den {...}*>-Term ausmultiplizieren und alle

Terme hoherer als quadratischer Ordnung, d.h., ~ 3, @3, p1p3 etc., weglassen.

Gliicklicherweise vereinfacht sich die Wurzel von selbst, und man braucht nur stur durchrechnen:

1
Mit sin(yp) ~ ¢ und cos(p) ~ 1 — §g02 ergibt sich in Up

12

a?  a 1
\/ﬁ + 7(992 — 1)+ 5(@2 —p1)?

a ! 1\’
|1+ 25 (2 — 1) + | - — )2
\/El a (992 901) <a> (902 991>

1

I *a
= 75 <1+5(<p2—991>> =ﬁ+ﬁ(@2_¢l>




Theorie B (SS 2003) Musterlosung Blatt 2 (16.05.03) 4

1
und damit Up = §D12(902 — ).

Werden nun noch die cos in der Schwereenergie entwickelt, erhélt man

1 1
U(pr,p2) = §gl(m1<ﬂf + map3) + §D12(991 — )’

Als ersten Test der Rechnung kann man sich davon iiberzeugen, dafl das Minimum der potentiellen
Energie, also die Gleichgewichtslage, wie gefordert bei ¢; = ¢s =0 liegt.
C_) Fiir die Lagrangefunktion brauchen wir noch die kinetische Energie:
1 . . 1 . .
T = 5ma(d +97) + gmali; +35)
Mit @1 = lcos(p1)pr, i = Isin(p1)91 = (22 4+ 97) = [°¢? und analog fiir o, folgt

2
. . . o g
L(p1, 15902, 02) =T —U = 3 migT + mogs — 7(m1<ﬂf +map3) — D(p1 — o)’

d oL oL
Die Lagrangegleichungen lauten —

dt 0p1a  Op1a

. Daraus ergeben sich die Bewegungsgleichungen

. g D

PrtTer = —— (1 — ¢2)
my

. g D

fot T = —— (2 — ¢1)
ma

Die linken Seiten sind offenbar die Bewegungsgleichungen zweier mathematischer Pendel in har-
monischer Ndherung, wie aus Theorie A bekannt. Die rechte Seite koppelt diese harmonischen
Oszillatoren iiber das lineare Kraftgesetz der Feder aneinender <+ “gekoppelte harmonische
Ostzillatoren”.



