Theorie B (SS 2003) Musterlésung Ubungsblatt 3 23.05.03

a) Lagrangefunktion:

. . 1 1 . 1 1 1
L@, 41, q2.G2) = zmad; + smads — =Dg; — =Dg3 — =D(g2 — ¢1)*
2 2 2 2 2
1 . 1 .
= §m1Q% + §mzq§ — D(q; + & — q1¢2)
d oL 9oL
Lagrangegleichungen: &a—qk = a—qk , k=12
miqy = —D(Q(h - Q2)
mafy = —D(2¢> — q1)
b) Komplexer Ansatz: ¢ 2(t) = by e = Gio(t) = —w?biye ™, einsetzen,
m1w261 = D(le — bg) (w2 — 2[(1)()1 —+ [(162 =0 D
= y [(12 -
maw?by = D(2by — by) Kby + (W — 2K3)by = 0 2

Dieses homogene Gleichungssystem fiir die Ansatzkoeffizienten b5 besitzt eine nichttriviale

Losung nur, falls
(w? = 2K))(w? = 2K5) — K1 Ky =0

Die erlaubten Eigenfrequenzen sind die Losungen dieser Gleichung, namlich w = w, und w =w_

mit

wi = (Ki 4+ Ky) + \/ K} + K3 — K| K,

Zur Eigenfrequenz w,,w_ lautet jeweils die Losung des Gleichungssystems

b(+) o w_2|_ — 2[(2 b(+) - [(1 b(+) b(,) - _w% — 2[(2()

_ () _ Ky e
! [(2 2 Wz — 2[(1 2

1 - - 2 - Y2
[XQ w% — 2[&1 ’

Die Koeffizienten bgﬂ ,bg_) bleiben unbestimmt und werden erst durch Anfangsbedingungen

festgelegt (Integrationskonstanten).
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c) Der Ansatz liefert jetzt zwei linear unabhiingige Losungen (+, —) fiir jede der beiden Bewe-
gungsgleichungen (1,2), q%) (t) = b%) e Wkl

Die allgemeine Losung lautet also ¢ 2(t) = bf;) e~ Wt 4 bg;) et

Da bgﬂ und bgf) Integrationskonstanten sind, geben wir diesen neue Namen, bgﬂ — A und

bgf) — B, also

w2 . w2 ;
t — 2 _ + A —tw4t 2_-=1\1RB —dw_t
n(f) ( [(2) T ( 1(2) ‘

@(t) = Ae 7™+l 4 Bemw-!

Die physikalische Losung ist der Realteil der komplexen ¢ o(t). Mit
Re(z122) = Re(z1) Re(z2) — Im(z1) Im(z2)

fiir zwei komplexe Zahlen zy, 2z, folgt

Reqi(t) = <2 - ;t) [Re(A) cos(wyt) + Im(A) sin(w,t)] +

-~

= C cos(wyt — ¢y)

+ <2 - ‘;ﬁ) [Re(B) cos(w_t) + Im(B) sin(w_t)]

-~

= C_cos(w_t —p_)
Reqa(t) = [Re(A)cos(wit)+Im(A)sin(w,t)] + [Re(B)cos(w_t) + Im(B) sin(w_t)]

Dies 148t sich natiirlich kompakter in Vektoren schreiben, siehe unten.
Die reellen Integrationskonstanten sind Re(A),Re(B),Im(A),Im(B) oder alternativ
Cy,C_,p,,p_, also 4 Stiick. Das ist korrekt, denn wir haben zwei Differentialgleichungen von

2. Ordnung.

d) Das System wird offenbar durch zwei unabhiingige (entkoppelte) harmonische Oszillatoren
mit den Eigenfrequenzen w, bzw. w_ beschrieben.

Der Ubersichtlichkeit halber betrachten wir die Anfangsbedingung ¢,(0) = ¢(0) = 0, also
Im(A) =Im(B) =0 oder ¢_ =, = 0. Damit erhilt man

( a(t) ) — ( 2= wi/Ko >C+ cos(wyt) + ( 2 - W/ Hs )C— cos(w-t)

q2(t) 1 1

Fiir gleiche Massen m; = my =m also K} = Ky = K = D/m vereinfacht sich dies weiter,

wi:?)K, w2 =K

( Z;Eg ) - < _11 >C+ cos(wyt) + < i )C’ cos(w_t)

Zu den beiden Oszillatoren (+, —) korrespondieren offenbar zwei Eigenmoden: Die beiden Massen

schwingen gegeneinander mit der Frequenz w, oder miteinander (gleichphasig) mit der Frequenz
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w_ . Im allgemeinen ist die Schwingung eine Uberlagerung beider Moden. Der Anteil der Moden
an der Schwingung wird durch die Anfangsbedingungen festgelegt; so kann man durch geeignete

Wahl von ¢;(0) und ¢2(0) natiirlich auch die Moden gezielt anregen.

2]

T 1
V(ij): ) _7T:\/$2+y2 f($)+g(y)
yc+a r
v 1 - of (x)
or y? + a? r3 ox
v _ —2xy —y 9g(y)
o~ | ey 7 oy
oV —2y 3y 0
oxdy (y? + a?)? s
b)
Wi(g.gt)= | ad® | ai®—=bgq | —bf(q)e™
ow Ny - 9f(a)
a0 0 bq be 34
88—1/;/ = 2aq 2aq — bq 0
ow —At
c)
. OF . OF .
ut) = Fla(t),y(t) | @=—o—&+ oY
: . 0G. 0G. 0G
u(t) = Glq(t),q(t),t) || @= 20t a7t or
u(t) = ¢(t)* + bg(t)*sin(\t) i = 3¢%G + 2bqq sin(\t) + Abg? cos(\t)
d)

dy _ dy(e(t) _ () delt) Dy
dt dt or dt ox

Offenbar ist ¢ eine Funktion von &, y = y(&). Also kann man die partielle Ableitung bilden,

oy dy

di  Ox



