
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 3 23.05.031 a) Lagrangefunktion:L(q1; _q1; q2; _q2) = 12m1 _q21 + 12m2 _q22 � 12Dq21 � 12Dq22 � 12D(q2 � q1)2= 12m1 _q21 + 12m2 _q22 �D(q21 + q22 � q1q2)Lagrangegleihungen: ddt �L� _qk = �L�qk ; k = 1; 2m1�q1 = �D(2q1 � q2)m2�q2 = �D(2q2 � q1)b) Komplexer Ansatz: q1;2(t) = b1;2 e�i!t ) �q1;2(t) = �!2 b1;2 e�i!t , einsetzen,m1!2b1 = D(2b1 � b2)m2!2b2 = D(2b2 � b1) ) (!2 � 2K1)b1 +K1b2 = 0K2b1 + (!2 � 2K2)b2 = 0 ; K1;2 = Dm1;2Dieses homogene Gleihungssystem f�ur die AnsatzkoeÆzienten b1;2 besitzt eine nihttrivialeL�osung nur, falls(!2 � 2K1)(!2 � 2K2)�K1K2 = 0Die erlaubten Eigenfrequenzen sind die L�osungen dieser Gleihung, n�amlih ! = !+ und ! = !�mit !2� = (K1 +K2)�qK21 +K22 �K1K2Zur Eigenfrequenz !+; !� lautet jeweils die L�osung des Gleihungssystemsb(+)1 = �!2+ � 2K2K2 b(+)2 = � K1!2+ � 2K1 b(+)2 ; b(�)1 = �!2� � 2K2K2 b(�)2 = � K1!2� � 2K1 b(�)2Die KoeÆzienten b(+)2 ; b(�)2 bleiben unbestimmt und werden erst durh Anfangsbedingungenfestgelegt (Integrationskonstanten).



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 3 (23.05.03) 2) Der Ansatz liefert jetzt zwei linear unabh�angige L�osungen (+;�) f�ur jede der beiden Bewe-gungsgleihungen (1; 2) , q(�)1;2 (t) = b(�)1;2 e�i!�t .Die allgemeine L�osung lautet also q1;2(t) = b(+)1;2 e�i!+t + b(�)1;2 e�i!�t .Da b(+)2 und b(�)2 Integrationskonstanten sind, geben wir diesen neue Namen, b(+)2 ! A undb(�)2 ! B , alsoq1(t) =  2� !2+K2!Ae�i!+t +  2� !2�K2!Be�i!�tq2(t) = Ae�i!+t +Be�i!�tDie physikalishe L�osung ist der Realteil der komplexen q1;2(t) . MitRe(z1z2) = Re(z1) Re(z2)� Im(z1) Im(z2)f�ur zwei komplexe Zahlen z1; z2 folgtRe q1(t) =  2� !2+K2! [Re(A) os(!+t) + Im(A) sin(!+t)℄| {z }= C+ os(!+t� '+) ++  2� !2�K2! [Re(B) os(!�t) + Im(B) sin(!�t)℄| {z }= C� os(!�t� '�)Re q2(t) = [Re(A) os(!+t) + Im(A) sin(!+t)℄ + [Re(B) os(!�t) + Im(B) sin(!�t)℄Dies l�a�t sih nat�urlih kompakter in Vektoren shreiben, siehe unten.Die reellen Integrationskonstanten sind Re(A) ;Re(B) ; Im(A) ; Im(B) oder alternativC+ ; C� ; '+ ; '� , also 4 St�uk. Das ist korrekt, denn wir haben zwei Di�erentialgleihungen von2. Ordnung.d) Das System wird o�enbar durh zwei unabh�angige (entkoppelte) harmonishe Oszillatorenmit den Eigenfrequenzen !+ bzw. !� beshrieben.Der �Ubersihtlihkeit halber betrahten wir die Anfangsbedingung _q1(0) = _q2(0) = 0 , alsoIm(A) = Im(B) = 0 oder '� = '+ = 0 . Damit erh�alt man q1(t)q2(t) ! =  2� !2+=K21 !C+ os(!+t) +  2� !2�=K21 !C� os(!�t)F�ur gleihe Massen m1 = m2 = m also K1 = K2 = K = D=m vereinfaht sih dies weiter,!2+ = 3K ; !2� = K q1(t)q2(t) ! =  �11 !C+ os(!+t) +  11 !C� os(!�t)Zu den beiden Oszillatoren (+;�) korrespondieren o�enbar zwei Eigenmoden: Die beiden Massenshwingen gegeneinander mit der Frequenz !+ oder miteinander (gleihphasig) mit der Frequenz



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 3 (23.05.03) 3!� . Im allgemeinen ist die Shwingung eine �Uberlagerung beider Moden. Der Anteil der Modenan der Shwingung wird durh die Anfangsbedingungen festgelegt; so kann man durh geeigneteWahl von q1(0) und q2(0) nat�urlih auh die Moden gezielt anregen.2 a)V (x; y) = xy2 + a2 1r ; r = qx2 + y2 f(x) + g(y)�V�x = 1y2 + a2 �xr3 �f(x)�x�V�y = �2xy(y2 + a2)2 �yr3 �g(y)�y�2V�x�y = �2y(y2 + a2)2 3xyr5 0b) W (q; _q; t) = a _q2 a _q2 � bq _q �bf(q)e��t�W�q = 0 �b _q �b e��t �f(q)�q�W� _q = 2a _q 2a _q � bq 0�W�t = 0 0 �bf(q) e��t) u(t) = F (x(t); y(t)) _u = �F�x _x+ �F�y _yu(t) = G(q(t); _q(t); t) _u = �G�q _q + �G� _q �q + �G�tu(t) = _q(t)3 + bq(t)2 sin(�t) _u = 3 _q2�q + 2b q _q sin(�t) + �bq2 os(�t)d) _y = dydt = dy(x(t))dt = �y(x)�x dx(t)dt = �y�x _xO�enbar ist _y eine Funktion von _x , _y = _y( _x) . Also kann man die partielle Ableitung bilden,� _y� _x = �y�x


