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a) Lagrangefunktion:

1 1
c:§may—@mm+9A@ﬁ: ngm@ﬁ—f¢+f S A
Cc . C .
1=x,Y,2 1=x,Y,2
Fiir die Bewegungsgleichung:
doL d e e 0A; . oL od e . 0A,
- == Ui + = Ai] =mi;+ - s AL T -
dt oz, dt {mx + c mEi + c k_%z ox}, T ox; eaxi + c k_xzy,z Tk ox;
Zusammen =
) 0P e 0Ar  0A;) .
i = = - - 1
e eax,» + c k:xzyz <8xi axk> h M)
Einsetzen: A =A; =(0,2B,0), ®=—xF+ &, =
. €.
mi = eFE+ -By .
c 1 . U
mi = _°Bi = |mi=eE| 0 |+-B| —& (2)
¢ o) ° o
mzZz = 0

Einsetzen: A = Ay, = (—yB,0,0), ® = —xFE + ®; = wieder GL(2)!
Einsetzen: A = Ay = (A1 +2A,), ®=—2F+®; = wieder GL(2), denn GIL(1) ist linear in
den A;.

Diese Bewegungsgleichungen enthalten die Felder:

E 0
E=-Vd= 0 , BZVXALQQ,: 0
0 B

Eichfreiheit: Diese physikalische Aquivalenz verschiedener Vektorpotentiale nennt sich
Eichfreiheit (siehe Theorie C). Im allgemeinen fiihren zwei Vektorpotentiale A und A

mit
A=A+VAr) = B=VXxA=VxA

auf dasselbe B-Feld.
Die Bewegungsgleichung ist auch eichunabhéngig, denn dort geht (natiirlich) nur das
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physikalische B-Feld ein: Man kann sich iiberzeugen, da§ Gl.(1) geschrieben werden

kann als
d
mi; = —egmi + % [v x (V x A,
also m¥ = eE+ Ev x B=F; Lorentzkraft
c

b) Fiir E = 0 lauten die Bewegungsgleichungen (2)

B
F=wely , J=—-wci , £2=0 mit der Zyklotronfrequenz we = i (3)
me

In z-Richtung: gleichformige Bewegung: 2(t) = zo + 2.

In z-y-Ebene: Leite 1. Gl. einmal nach ¢ ab, um rechts ¢ zu bekommen. Benutze dazu Geschwin-

digkeiten:
Uy = Wely Uy = Wely ) )
= Uy +wovy =0
Uy = —WcUy Uy = —Wcly

Harmonischer Oszillator (das Ubliche ...), allgemeine Losung: v, (t) = vg cos(we t + @) -

Aus v, = —1, ergibt sich jetzt v, = —vgsin(we t+¢p) , und daraus z(t) , y(t) durch integrieren:
w

c
x(t) = a0 + /dt v.(t), also

I
2(t) = my+ —sin(wet + o)
we

v
y(t) = yo+ 0 cos(we t + o)
we

2(t) = 2o+t

Die Integrationkonstanten sind g, yo, 20, Vo, o, v?, also 6 Stiick, wie erforderlich (3 DGLs 2.
Ordnung).

Fiir z = const. gilt

[2(t) — zo]? + [y(t) — yo]* = (vo/we)”

d.h., die Bewegung in der z-y-Ebene verlauft auf einer Kreishahn um den Mittelpunkt (g, 39) mit
. Vo VgMmc

dem sog. Zyklotronradius R, = — =

we eB

Fiir v2 # 0 wird dem eine gleichférmige Bewegung in z-Richtung iiberlagert, das Teilchen fiihrt

eine Spiralbahn aus.

c) Fiir E # 0 lauten die Bewegungsgleichungen (2)

el eB
T=—4wey , y=-—-wer , Z2=0 mit der Zyklotronfrequenz We = —
m me




Theorie B (SS 2003) Musterlosung Blatt 4  (30.05.03) 3

E
Mit der Substitution y(t) = g(t) — %t wird daraus

. . ck el : . . .
x:wc<y——>+——wcy , Yy=—wer , z=0
B m
also genau die Gleichungen (3) von oben. Die allgemeine Losung lautet also, nachdem 7(t) wieder

in y(t) eingesetzt wurde,

v
x(t) = xo+—sin(wet + o)
we
Vo ck
t) = — t ——t
y(t) Yo + o cos(we t + o) B
2(t) = z+0t

Fiir ein E-Feld in x-Richtung kommt zu der Kreisbewegung in der x-y-Ebene also eine Driftbe-

wegung in y-Richtung dazu; Halleffekt.

a_) Bogenldngenelement:
dy . _
ds=/(de) + (dy)? . dy= “de=yde = ds= de/1+ ()

1
Energie: F = 5m02+mgh ., h=lyg|+y , y<O0.
Energieerhaltung: Bei t = 0,2 = 0,y = 0: nur potentiell: Ey = mglyg|, = mv? = —2mgy,

V] =/ —2gy

Die Rutschzeit von A nach B lautet damit:

T~ / \/1 K(y,y) = Vi)

b_) Euler-Lagrange-Gleichung, beliebiges K :

O oK _
de 0y 0Oy

Herleitung: Mit y(x) = Testfunktion, y(x) = Funktion, die K extremalisiert, n(z) =
beliebige Funktion (“Stérung”) mit n(z4) = n(xp) =0: y(x) = y(x) +en(x).

T = [Tar { St + S0 | =0

Suche Extremum des Funktionals:

mit y'(z) =¥ (2) +en'(2) .
Im zweiten Term partielle Integration:
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e 5 d 0K
o /ffA o <@ 3?4’) )

Der Randterm ist 0, da n(z) an den Réndern verschwinden soll, also

s 0K | 0K
[ @) = 5

dT'sp TB 0K d oK

de / { oy  dx oy } n(z)
Dies soll fiir beliebige n(z) null sein, also muf} die geschweifte Klammer null sein —
Euler-Lagrange-Gleichung.

Im Folgenden wird die extremale Bahn () auch mit y(x) bezeichnet.

oK

oy’ K

“Erhaltungsgrofie”: [ =

Allgemein, beliebiges K :

dr d oK\ , 0K , dK
FrE (@ay)y Tt T @
d_K _ % l+ aK "
de 0Oy ay’y

Einsetzen =

ar _(doK oK\
de  \dz oy 0Oy

Die extremale Bahn erfiillt die Euler-Lagrange-Gleichung, daher ist fiir diese Bahn der obige
Ausdruck =0.

Fiir das Rutschenproblem gilt

K ! -1
0 = Y und es folgt I=

W 1+ () T+ ()55

c) Da I = const. ist, kann es als Parameter/Konstante fest gew#hlt werden, der die Bahn y(z)

charakterisiert; z.B. I = [g; dann:

1

1
2 / o
—y YTy

=TT ~ Y

I
H_

.CL|Q-
SRS
Q
+
<

Natiirlich mufl Iy so gewéhlt werden, daf stets |y| < « gilt. Dies ist der Fall, wenn « an die

Randbedingung angepafit wird, siehe d).

Losungsansatz: Parameterdarstellung: y(7) = —%[1 —cos(7)] , x(r)=77, 0<7<7pR
dy _ dydr dy o dx a . dy -
Trick: <Y =2 e <y
rck: o= =" s1n( ) = T 5 sin(7) (dx

1 — cos(T) 1—cos dx «
B tein) folgt — = F—[1 —
\/ a—i—y \[ 1 + cos(7) sin(7 (Bronstein) folg dr :FQ[ cos(7)
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T d
Einmal integrieren, (1) — x4 = / d?—gf, ra =0, x(r) = :F%[T —sin(7)]. Da z(1) > 0

zumindest fiir kleine 7 gelten sollte, ist das pos. Vorzeichen das richtige, also:

2(r) = Slr—sin(r)
y(r) = —3[1—cos(r)]

Diese “Bahn” ist eine Zykloide,

(0= 3T+ W+5)=(5)

d_) Die Rechnung bescherte uns 2 Konstanten, /g und 75, die zu den verbleibenden Randwerten

rg,yp dquivalent sind:

y_B — y(TB) = COS(TB‘> _ 1 — —2 :> TB = T
rp x(tg) T —sin(7p) s
Und a[l cos(7g)] a h = | I} !
: = —— — T = — — — = —
UB 9 B B 29h
73 72 aTs aT?
Kl 1 : i ~ —_— — ~ _ — ~ ~
eine z,y,7: sin(7)~T1 5 cos(T) 5 = z(7) 56 y(7) 573




