
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 4 30.05.031 a) Lagrangefunktion:L = 12m(_r)2 � e�(r) + e
A(r)_r = Xi=x;y;z 12m( _xi)2 � e� + e
 Xi=x;y;zAi _xiF�ur die Bewegungsglei
hung:ddt �L� _xi = ddt �m _xi + e
 Ai� = m �xi + e
 Xk=x;y;z �Ai�xk _xk ; �L�xi = �e ���xi + e
 Xk=x;y;z _xk �Ak�xiZusammen )m �xi = �e ���xi + e
 Xk=x;y;z �Ak�xi � �Ai�xk! _xk (1)Einsetzen: A = A1 = (0; xB; 0) ; � = �xE + �0 )m �x = eE + e
B _ym �y = �e
B _xm �z = 0 ) m �r = eE0BB� 100 1CCA+ e
B0BB� _y� _x0 1CCA (2)
Einsetzen: A = A2 = (�yB; 0; 0) ; � = �xE + �0 ) wieder Gl.(2) !Einsetzen: A = A3 = 13(A1 + 2A2) ; � = �xE +�0 ) wieder Gl.(2), denn Gl.(1) ist linear inden Ai .Diese Bewegungsglei
hungen enthalten die Felder:E = �r� = 0BB� E00 1CCA ; B = r�A1;2;3 = 0BB� 00B 1CCA

Ei
hfreiheit: Diese physikalis
he �Aquivalenz vers
hiedener Vektorpotentiale nennt si
hEi
hfreiheit (siehe Theorie C). Im allgemeinen f�uhren zwei Vektorpotentiale A und fAmitfA = A+r�(r) ) B = r�A = r�fAauf dasselbe B-Feld.Die Bewegungsglei
hung ist au
h ei
hunabh�angig, denn dort geht (nat�urli
h) nur das
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he B-Feld ein: Man kann si
h �uberzeugen, da� Gl.(1) ges
hrieben werdenkann alsm�xi = �e ���xi + e
 [v � (r�A)℄ialso m�r = eE+ e
v �B � FL Lorentzkraftb) F�ur E = 0 lauten die Bewegungsglei
hungen (2)�x = !C _y ; �y = �!C _x ; �z = 0 mit der Zyklotronfrequenz !C = eBm
 (3)In z-Ri
htung: glei
hf�ormige Bewegung: z(t) = z0 + v0z t .In x-y-Ebene: Leite 1. Gl. einmal na
h t ab, um re
hts _y zu bekommen. Benutze dazu Ges
hwin-digkeiten:_vx = !Cvy_vy = �!Cvx ) �vx = !C _vy_vy = �!Cvx 9>>=>>; ) �vx + !2C vx = 0Harmonis
her Oszillator (das �Ubli
he ...), allgemeine L�osung: vx(t) = v0 
os(!C t+ '0) .Aus vy = 1!C _vx ergibt si
h jetzt vy = �v0 sin(!C t+'0) , und daraus x(t) ; y(t) dur
h integrieren:x(t) = x0 + Z dt vx(t) , alsox(t) = x0 + v0!C sin(!C t+ '0)y(t) = y0 + v0!C 
os(!C t+ '0)z(t) = z0 + v0z tDie Integrationkonstanten sind x0; y0; z0; v0; '0; v0z , also 6 St�u
k, wie erforderli
h (3 DGLs 2.Ordnung).F�ur z = 
onst: gilt[x(t)� x0℄2 + [y(t)� y0℄2 = (v0=!C)2d.h., die Bewegung in der x-y-Ebene verl�auft auf einer Kreisbahn um den Mittelpunkt (x0; y0) mitdem sog. Zyklotronradius R
 = v0!C = v0m
eB .F�ur v0z 6= 0 wird dem eine glei
hf�ormige Bewegung in z-Ri
htung �uberlagert, das Teil
hen f�uhrteine Spiralbahn aus.
) F�ur E 6= 0 lauten die Bewegungsglei
hungen (2)�x = eEm + !C _y ; �y = �!C _x ; �z = 0 mit der Zyklotronfrequenz !C = eBm
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EB t wird daraus�x = !C � _ey � 
EB � + eEm = !C _ey ; �ey = �!C _x ; �z = 0also genau die Glei
hungen (3) von oben. Die allgemeine L�osung lautet also, na
hdem ey(t) wiederin y(t) eingesetzt wurde,x(t) = x0 + v0!C sin(!C t+ '0)y(t) = y0 + v0!C 
os(!C t+ '0)� 
EB tz(t) = z0 + v0z tF�ur ein E-Feld in x-Ri
htung kommt zu der Kreisbewegung in der x-y-Ebene also eine Driftbe-wegung in y-Ri
htung dazu; Halle�ekt.2 a) Bogenl�angenelement:ds = q(dx)2 + (dy)2 ; dy = dydxdx � y0dx ) ds = dxq1 + (y0)2Energie: E = 12mv2 +mgh ; h = jyBj+ y ; y < 0 .Energieerhaltung: Bei t = 0; x = 0; y = 0 : nur potentiell: E0 = mgjyBj , ) mv2 = �2mgy ,jvj = q�2gyDie Ruts
hzeit von A na
h B lautet damit:TAB = Z xBxA dx q1 + (y0)2p�2gy , K(y; y0) = q1 + (y0)2p�2gyb) Euler{Lagrange-Glei
hung, beliebiges K :ddx �K�y0 � �K�y = 0Herleitung: Mit y(x) = Testfunktion, ey(x) = Funktion, die K extremalisiert, �(x) =beliebige Funktion (\St�orung") mit �(xA) = �(xB) = 0 : y(x) = ey(x) + "�(x) .Su
he Extremum des Funktionals: dTABd" = Z xBxA dx (�K�y �(x) + �K�y0 �0(x)) = 0mit y0(x) = ey0(x) + "�0(x) .Im zweiten Term partielle Integration:



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 4 (30.05.03) 4Z xBxA dx �K�y0 �0(x) = �(x)�K�y0 �����xBxA � Z xBxA dx  ddx �K�y0 ! �(x)Der Randterm ist 0, da �(x) an den R�andern vers
hwinden soll, alsodTABd" = Z xBxA dx (�K�y � ddx �K�y0 ) �(x) = 0Dies soll f�ur beliebige �(x) null sein, also mu� die ges
hweifte Klammer null sein !Euler{Lagrange-Glei
hung.Im Folgenden wird die extremale Bahn ey(x) au
h mit y(x) bezei
hnet.\Erhaltungsgr�o�e": I = �K�y0 y0 �KAllgemein, beliebiges K :dIdx =  ddx �K�y0 ! y0 + �K�y0 y00 � dKdxdKdx = �K�y y0 + �K�y0 y00Einsetzen )dIdx =  ddx �K�y0 � �K�y ! y0Die extremale Bahn erf�ullt die Euler{Lagrange-Glei
hung, daher ist f�ur diese Bahn der obigeAusdru
k = 0 .F�ur das Ruts
henproblem gilt�K�y0 = y0q1 + (y0)2p�2gy und es folgt I = �1q1 + (y0)2p�2gy
) Da I = 
onst: ist, kann es als Parameter/Konstante fest gew�ahlt werden, der die Bahn y(x)
harakterisiert; z.B. I = IB ; dann:I2B = 1(1 + (y0)2)(�2gy) ) y0 � dydx = �s� + y�y ; � = 12gI2BNat�urli
h mu� IB so gew�ahlt werden, da� stets jyj < � gilt. Dies ist der Fall, wenn � an dieRandbedingung angepa�t wird, siehe d).L�osungsansatz: Parameterdarstellung: y(�) = ��2 [1� 
os(�)℄ ; x(�) =?? ; 0 < � < �BTri
k: dydx = dyd� d�dx ; dyd� = ��2 sin(�) ) dxd� = ��2 sin(�) dydx!�1Mit s �y� + y = vuut1� 
os(�)1 + 
os(�) = 1� 
os(�)sin(�) (Bronstein) folgt dxd� = ��2 [1� 
os(�)℄



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 4 (30.05.03) 5Einmal integrieren, x(�) � xA = Z �0 d�� dxd�� , xA = 0 , x(�) = ��2 [� � sin(�)℄ . Da x(�) > 0zumindest f�ur kleine � gelten sollte, ist das pos. Vorzei
hen das ri
htige, also:x(�) = �2 [� � sin(�)℄y(�) = ��2 [1� 
os(�)℄Diese \Bahn" ist eine Zykloide,(x� �2 �)2 + (y + �2 )2 = (�2 )2d) Die Re
hnung bes
herte uns 2 Konstanten, IB und �B , die zu den verbleibenden RandwertenxB ; yB �aquivalent sind:yBxB = y(�B)x(�B) = 
os(�B)� 1�B � sin(�B) = � 2� ) �B = �Und: yB = ��2 [1� 
os(�B)℄ = �� = �h ) I2B = 12ghKleine x; y; � : sin(�) ' � � � 36 ; 
os(�) ' 1� � 22 ) x(�) ' �2 � 36 ; y(�) ' ��2 � 22 ,y(x) ' ��4 �12 x� �2=3


