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a) Kugel im Schwerefeld in z-z-Ebene: Lagrange: £ = §m(x2 + %) —mgz
Ansatz fiir die zu variierende Bahn in der Wirkung:

x(t) = xo+ vt + at? T = v,+2at
2(t) = zo+ vt + bt i = v, + 20t

Das in die Lagrangefunktion einsetzen ergibt

1
L= §m[ (V2 + 02 — 292) + (dv,a + 4v.b — 2gv.) t + (4a® + 4b° — 2gb) t?
AO Al AZ

Die Wirkung ist dann billigerweise:

T 1 T2 T
S:/ dtﬁ(x,x,z,z):§m AUT—FAI?—FAQ?
0

b) Endpunkte als Randbedingungen: z(0) = 2(0) = 0,2(T) = x,,, 2(T) = 0, daraus folgt fiir

den Ansatz von oben:

To=2 =0, vx:me—aT, v, = —=bT

Jetzt sind nur noch a, b unbestimmt. Die Bahn in S wird also durch a, b festgelegt, und die Bahn in

S zu variieren heif3t jetzt, a und b zu variieren. S ist extremal, wenn diese Variation verschwindet,

also g_S =0, aa—i = 0. Man mufl beim Ableiten beachten, dafl v, und v, von a,b abhéingen,
a
d.h., erst v,, v, einsetzen, dann nach a oder b ableiten. Etwas eleganter: Kettenregel benutzen:
d2S(a,b) 1 vy Ov,  T? T3
= = 20,—) T + (4 4 — —
5 2m[(vxaa) + (4v, + aaa)2+(8a)3
0S(a, b) 1 v, v, ov, T? T3
= = 20,— )T + (4v, + 4b -2 — b—2g)—
ab le(“ab) (e b = 2050 5+ (80 = 29) 3
: vy dv, . : :
Einsetzen von 0 = L gy = —T und alles ausmultiplizieren und -addieren liefert
0s 1 0s 1 1
— =—-mT? — = —-mT? (b+ =
R i LG

Nullsetzen liefert
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und die physikalische Bahn der Kugel lautet, mit v, = z,,/T , v, = ¢T/2,

Tm
t) = vt =—1
x(t) v T

9,0 9 2
) = vt 20 =T )

Das so etwas herauskommt, war natiirlich schon vorher klar: in z-Richtung: gleichférmige Bewe-

gung, in z-Richtung: freier Fall, kennen wir schon aus Theorie A.

¢) Zum Vergleich der ‘konventionelle’ Weg: Die Bahn, die die Wirkung extremalisiert, wird ja

durch die Lagrangegleichungen bestimmt, also:

d oL oL mi = 0 x(t) = x4 vt
= =

mi = —mg 2(t) = 2o+ vt — th
Die Randbedingungen (Endpunkte fiir t = 0 und ¢ = T') legen die Integrationskonstanten xq, 2q, v, v,
fest, wie in b). Normalerweise hat man als Randbedingungen nicht die Endpunkte der Bahn,
sondern die Anfangspunkte z(0) = 0,z(0) = 0 und die Anfangsgeschwindigkeiten #(0) = v, ,
2(0) = v, . Das ist natiirlich dquivalent und 1a8t sich umrechenen in die Wurfzeit 7" und -weite

T

2(0) = vp=x,/T 2u, 2

H0) = v.=gT)2 !

a_) Koordinaten r, 8, der halbe Offungswinkel o ist fest:

x = rcos(f) i = 7rcos(f) —rfsin(0)
y = rsin(@) = ¢ = rsin(d) +rcos(d)

z = rcot(a) Z = 7rcot(a)

kinetische Energie,

1 1 1 :
T = §mi‘2 = §m(i‘2 + i 4 2% = §m[7’2 + 1267 + 2 cot?(a)] =

potentielle Energie, U = mgz = mgr cot(a), Lagrangefunktion

~2

L',:lm[

5 + 126%] — mgr cot(a)

sin?(ar)
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‘Modifizierte’ Lagrangegleichungen: allgemein:
i oL B oL N oF
dt 04a  0¢a  Oqa

Hier:

1
=0 mit der Rayleigh-Funktion F = 571"2

1
F=—-4]

5 + r26?]

sin?(a)

Bilden aller Ableitungen von £ und F' liefert die Gleichungen

i = rf?sin®(a) — gsin(a) cos(a) — L
m

%(mﬁé) = —r%0

b) Fiir y = 0 liefert die 2. Bewegungsgleichung offenbar

iL =0 mit L = mr20
dt

Mit Reibung v > 0 ist die rechte Seite der Bewegungsgleichung nicht mehr null, kann aber durch
L dargestellt werden, 41?0 = lL, also ergibt sich eine Bewegungsgleichung fiir L,
m
d gl

SL(t) = == L(#)

Der Drehimpuls L ist bei Reibung keine Erhaltungsgréfie mehr.
Die Bewegungsgleichung 148t sich leicht 16sen (Trennung der Verdnderlichen),

dL
-f:—%a ilmm—m@@:—%té L@:mee%w

C_) Ohne Reibung, v = 0: r = const. = ry ist eine spezielle Losung der Radialgleichung fiir r; dies
entspricht Kreisbahnen, die durch das Gleichgewicht von Zentrifugal- und Schwerkraft bestimmt

sind. Aus r = ry = const. folgt 7 =¥ =0, also
0 = rf%sin(a) — gcos(a) = 76> = gcot(a)
L ist jetzt eine Konstante, L = Ly = const., damit wird 6 ersetzt: § = — , also
m

L? L?
0 —gcot(a) = r*=r)= 0

m2r3 m2g cot(a)

Nimmt man mit Reibung 7 > 0 der Einfachheit halber an, dafl immer noch » = # = 0 ndherungs-
weise gilt, dann wird durch den ‘Zerfall’ des Drehimpulses Ly — L(t) der Radius ro — 7(t) der

Kreisbahn sténdig kleiner:

L(t)? N 2y
3 _ — p3,727t/m = t) = _Z_ 14
" m2g cot(a) To€ r(t) = roexp( 3m )




