
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 5 06.06.031 a) Kugel im Shwerefeld in x-z-Ebene: Lagrange: L = 12m( _x2 + _z2)�mgzAnsatz f�ur die zu variierende Bahn in der Wirkung:x(t) = x0 + vxt + at2z(t) = z0 + vzt + bt2 ) _x = vx + 2at_z = vz + 2btDas in die Lagrangefunktion einsetzen ergibtL = 12m� (v2x + v2z � 2gz0)| {z }A0 +(4vxa+ 4vzb� 2gvz)| {z }A1 t+ (4a2 + 4b2 � 2gb)| {z }A2 t2 �Die Wirkung ist dann billigerweise:S = Z T0 dtL(x; _x; z; _z) = 12m "A0 T + A1 T 22 + A2 T 33 #
b) Endpunkte als Randbedingungen: x(0) = z(0) = 0 ; x(T ) = xm ; z(T ) = 0 , daraus folgt f�urden Ansatz von oben:x0 = z0 = 0 ; vx = xmT � aT ; vz = �bTJetzt sind nur noh a; b unbestimmt. Die Bahn in S wird also durh a; b festgelegt, und die Bahn inS zu variieren hei�t jetzt, a und b zu variieren. S ist extremal, wenn diese Variation vershwindet,also �S�a = 0 ; �S�b = 0 . Man mu� beim Ableiten beahten, da� vx und vz von a; b abh�angen,d.h., erst vx; vz einsetzen, dann nah a oder b ableiten. Etwas eleganter: Kettenregel benutzen:�S(a; b)�a = 12m " (2vx�vx�a )T + (4vx + 4a�vx�a )T 22 + (8a)T 33 #�S(a; b)�b = 12m " (2vz �vz�b )T + (4vz + 4b�vz�b � 2g�vz�b )T 22 + (8b� 2g)T 33 #
Einsetzen von �vx�a = �T ; �vz�b = �T und alles ausmultiplizieren und -addieren liefert�S�a = 13mT 3 a ; �S�b = 13mT 3 (b+ 12g)Nullsetzen lieferta = 0 ; b = �g=2



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 5 (06.06.03) 2und die physikalishe Bahn der Kugel lautet, mit vx = xm=T ; vz = gT=2 ,x(t) = vxt = xmT tz(t) = vzt� g2t2 = g2(tT � t2)Das so etwas herauskommt, war nat�urlih shon vorher klar: in x-Rihtung: gleihf�ormige Bewe-gung, in z-Rihtung: freier Fall, kennen wir shon aus Theorie A.) Zum Vergleih der `konventionelle' Weg: Die Bahn, die die Wirkung extremalisiert, wird jadurh die Lagrangegleihungen bestimmt, also:ddt �L� _q� � �L�q� = 0 ) m�x = 0m�z = �mg ) x(t) = x0 + vxtz(t) = z0 + vzt� g2t2Die Randbedingungen (Endpunkte f�ur t = 0 und t = T ) legen die Integrationskonstanten x0; z0; vx; vzfest, wie in b) . Normalerweise hat man als Randbedingungen niht die Endpunkte der Bahn,sondern die Anfangspunkte x(0) = 0; z(0) = 0 und die Anfangsgeshwindigkeiten _x(0) = vx ,_z(0) = vz . Das ist nat�urlih �aquivalent und l�a�t sih umrehenen in die Wurfzeit T und -weitexm : _x(0) = vx = xm=T_z(0) = vz = gT=2 ) T = 2vzg ; xm = 2gvxvz2 a) Koordinaten r; � , der halbe �O�ungswinkel � ist fest:x = r os(�)y = r sin(�)z = r ot(�) ) _x = _r os(�)� r _� sin(�)_y = _r sin(�) + r _� os(�)_z = _r ot(�)kinetishe Energie,T = 12m _r2 = 12m( _x2 + _y2 + _z2) = 12m[ _r2 + r2 _�2 + _r2 ot2(�) ℄ = 12m[ _r2sin2(�) + r2 _�2 ℄potentielle Energie, U = mgz = mgr ot(�) , LagrangefunktionL = 12m[ _r2sin2(�) + r2 _�2 ℄�mgr ot(�)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 5 (06.06.03) 3`Modi�zierte' Lagrangegleihungen: allgemein:ddt �L� _q� � �L�q� + �F� _q� = 0 mit der Rayleigh-Funktion F = 12 _r2Hier:F = 12[ _r2sin2(�) + r2 _�2 ℄Bilden aller Ableitungen von L und F liefert die Gleihungen�r = r _�2 sin2(�)� g sin(�) os(�)� m _rddt(mr2 _�) = �r2 _�b) F�ur  = 0 liefert die 2. Bewegungsgleihung o�enbarddtL = 0 mit L = mr2 _�Mit Reibung  > 0 ist die rehte Seite der Bewegungsgleihung niht mehr null, kann aber durhL dargestellt werden, r2 _� = mL , also ergibt sih eine Bewegungsgleihung f�ur L ,ddtL(t) = � mL(t)Der Drehimpuls L ist bei Reibung keine Erhaltungsgr�o�e mehr.Die Bewegungsgleihung l�a�t sih leiht l�osen (Trennung der Ver�anderlihen),dLL = � mdt ) ln(L)� ln(L0) = � mt ) L(t) = L0 exp(� mt)) Ohne Reibung,  = 0 : r = onst: = r0 ist eine spezielle L�osung der Radialgleihung f�ur r ; diesentspriht Kreisbahnen, die durh das Gleihgewiht von Zentrifugal- und Shwerkraft bestimmtsind. Aus r = r0 = onst: folgt _r = �r = 0 , also0 = r _�2 sin(�)� g os(�) ) r _�2 = g ot(�)L ist jetzt eine Konstante, L = L0 = onst:, damit wird _� ersetzt: _� = Lmr2 , alsoL20m2r3 = g ot(�) ) r3 = r30 = L20m2g ot(�)Nimmt man mit Reibung  > 0 der Einfahheit halber an, da� immer noh _r = �r = 0 n�aherungs-weise gilt, dann wird durh den `Zerfall' des Drehimpulses L0 ! L(t) der Radius r0 ! r(t) derKreisbahn st�andig kleiner:r3 = L(t)2m2g ot(�) = r30e�2t=m ) r(t) = r0 exp(�23 mt)


