
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 6 13.06.031 a) Lagrangefunktion: L = 12m _r2 � ajrj2 ,Wirkung: S = Z tbta dtL(r; _r) ,Transformation: r� = r(1 + ") ; t� = t(1 + 2") ,transformierte Wirkung: S� = Z t�bt�a dt� L(r�; _r�) .Dazu: _r� � dr�dt� = dr�dt dtdt� ,t = t�1 + 2" ! dtdt� = 11 + 2" ; dr�dt = drdt (1 + ") � _r(1 + ") ! _r� = _r 1 + "1 + 2"S� soll in f�uhrender, linearer Ordnung � " entwikelt werden. Geometrishe Reihe:1 + "1 + 2" = (1 + ")[ 1� 2"+O("2) ℄ = 1� "+O("2)) _r� = _r(1� ") +O("2) ) (_r�)2 = (_r)2(1� 2") +O("2)Genauso wird r� in das Potential eingesetzt und mit der geometrishen Reihe entwikelt:1jr�j2 = 1jrj2 1(1 + ")2 = 1jrj2 11 + 2"+O("2) = 1jrj2 (1� 2"+O("2))Damit ergibt die Lagrangefunktion in S� :L(r�; _r�) = L(r; _r) (1� 2") +O("2)Wirkung S� : Substitution der Integrationsvariable t� ! t ,S� = Z tbta dt dt�dt L(r; _r)(1� 2") ; dt�dt = 1 + 2"= Z tbta dtL(r; _r)(1 + 2")(1� 2")= S (1� 4"2) = S +O("2)Die f�uhrende Korrektur zu S ist also � "2 , in linearer Ordnung sind S und S� identish.b) Das Resultat S� = S + O("2) kann auh ausgedr�ukt werden durh dS�d" �����"=0 = 0 . Darauswurde in der Vorlesung abgeleitet, da� eine Erhaltungsgr�o�e existiert (Noethertheorem), und zwarQ =Xi �L� _xi i +  L �Xi �L� _xi _xi!| {z }= �H ' = onst: ; i = x; y; z



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 6 (13.06.03) 2Der Ausdruk in den Klammern ist o�enbar (�) die Hamiltonfunktion H . Die in�nitesimaleTransformation ist dabei allgemein de�niert alsx�i = xi + " i ; t� = t + "'In unserem Fall gilt also  i = xi ; ' = 2t , und so�L� _xi = m _xi ; H =Xi m _x2i � L = 12m _r2 + ajrj2 � 12m _r2 + U(r) = E ; Energiedas hei�t, Q = m _rr� 2Et . Ist Q tats�ahlih erhalten ?!dQdt = m�rr+m(_r)2 � 2E � 2tdEdtDazu brauhen wir die Bewegungsgleihung,ddt �L� _xi � �L�xi = 0 ) m�r = �rU(r) = �r ax2 + y2 + z2 = 2arjrj4 � F(r)Damit folgtdEdt = m _r�r+rU(r)_r = _r[m�r� F(r) ℄ = 0Das war eh klar, Energieerhaltung. Die Konstanz von Q ist aber weniger selbstverst�andlih, dieseh�angt n�amlih an der speziellen Form des Potentials U(r) :dQdt = m�rr+m _r2 � 2E= m�rr� 2U(r) = F(r)r� 2U(r)= 2arjrj4 r� 2 ajrj2 = 0) 2 Teilhen, Lagrangefunktion: L = 12m(_r21 + _r22)� U(r1 � r2) ,Transformation: r�i = ri � "vt , v = beliebiger, konstanter Vektor; i = 1; 2 ,Transformierte Wirkung: S� = Z t�bt�a dt� L(r�i ; _r�i ) ,Dazu brauhen wir wieder dt� = dt ; _r�i � dr�idt� = dr�idt = _ri � "v ,also ist die transformierte LagrangefunktionL(r�i ; _r�i ) = 12m[ ( _r1 � "v)2 + (_r2 � "v)2 ℄� U(r�1 � r�2)= 12m(_r21 + _r22)� U(r1 � r2)� "mv(_r1 + _r2) +O("2)= L(ri; _ri) + " ddtf(ri) +O("2)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 6 (13.06.03) 3mit f = �mv(r1 + r2) .Die Lagrangefunktion �andert sih also um die totale Zeitableitung einer Funktion f , und f�ur dietransformierte Wirkung ergibt sih mit dt� = dt ,S� = Z tbta dtL(ri; _ri) + " Z tbta dt dfdt +O("2)= S + "(f jtb � f jta| {z }= onst: )Die Galileitransformation l�a�t also die Wirkung in linearer Ordnung � " niht invariant, allerdingsbesteht die �Anderung lediglih aus einer Konstanten. Die Lagrangegleihungen f�ur r�i entsprehendaher denen f�ur die ri , denn die Variation der Wirkung unter einer in�nitesimalen Ver�anderungder Bahn bei festgehaltenen Endpunkten ist gleih,ÆS� = ÆS = 02 a) Angenommen, das Pendel shwingt in der x-y-Ebene, y zeigt nah unten (Rihtung derShwerkraft), dann ist x = l sin(') ; y = l os(') , und die kinetishe Energie lautet (wie �ublih)T = 12ml2( _')2 . Die potentielle Energie ist U(') = mgh = �mgl os(') . DamitL('; _') = T � U = 12ml2( _')2 � U(')E('; _') = T + U = 12ml2( _')2 + U(')Energieerhaltung:dEdt = ml2 _' �'+ �U(')�' _' = "ml2 �'+ �U�' # _'Mit der Lagrangegleihungddt �L� _' � �L�' = 0 =) ml2 �'+ �U�' = 0folgt sofort dEdt = 0 .b) Da die Gesamtenergie erhalten ist, k�onnen wir diese auf einen willk�urlihen festen Wert �Esetzen und nah _' au�osen:�E = E('; _') =) _' = d'dt = s2( �E � U('))ml2Trennung der Ver�anderlihen und Integration beider Seiten,d' = s2( �E � U('))ml2 dt =) dt = vuut ml22( �E � U(')) d' =) t� t0 = sml22 Z d'q �E � U(')



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 6 (13.06.03) 4F�ur kleine Auslenkungen mit os(') � 1� 12'2 wird das PotentialU(') � 12mgl '2 �mglund wir m�ussen das Integralt� t0 = sml22 Z d'q( �E +mgl)� 12mgl '2berehnen. Die Konstante mgl kann als Bezugsenergie in �E absorbiert werden, ( �E +mgl) ! �E(d.h., wir messen �E relativ zu �mgl ; wir h�atten auh shon am Anfang einen entsprehendenBezugspunkt im Potential w�ahlen k�onnen). Das Integral lautet dannt� t0 = sml22 �E Z d'q1� mgl2 �E '2Mit der Substitution x = smgl2 �E ' wird daraus!0 (t� t0) = Z dxp1� x2 = arsin(x)� C = arsin0�smgl2 �E '1A� C mit !0 = rglDie beiden Integrationskonstanten t0 und C k�onnen zusammengefa�t werden,  := !0t0 � C ,'(t) = s 2Emgl sin(!0 t�  )F�ur die Energie �E wurde wieder E geshrieben.) Das '(t) von oben entspriht der allgemeine L�osung der Bewegungsgleihung (Lagrangeglei-hung) �' + !20' = 0 . Die Anfangsbedingungen '(0) und _'(0) steken hier in der Integrations-konstanten  und der (ebenfalls konstanten) Erhaltungsgr�o�e E :'(0) = �s 2Emgl sin( ) ; _'(0) = s 2Emgl!0 os( )Mit diesen zwei Gleihungen k�onnen die Anfangsbedingungen in  und E umgerehnet werdenund umgekehrt. Beispiel:'(0) = 0 )  = 0 ; _'(0) = 
0 ) s 2Emgl = 
0!0 ) '(t) = 
0!0 sin(!0 t)


