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a) Lagrangefunktion: £ = —mi? — —,
— 2 [

¢
Wirkung: S = b dt L(r, 1),
ta

Transformation: r* =r(1+¢),t" =¢t(1+ 22),
t*

transformierte Wirkung: S* = / " ar L(r*, 7).
t:

D L dr*dr* dt
azlu: r = = _—
- dt de*’
t* dt 1 dr* dr 1+¢
- — _Tia=i1 S =i
1+ 2 11 @ - alto=iite) SR

S* soll in fiithrender, linearer Ordnung ~ ¢ entwickelt werden. Geometrische Reihe:

1+¢
1+ 2¢

= 7 = t1-2)+0E%) = |({@)2= )41 —2)+0(?)

= (1+8)[1-2e4+0(%)]=1-¢+0(?)

[\

Genauso wird r* in das Potential eingesetzt und mit der geometrischen Reihe entwickelt:
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Damit ergibt die Lagrangefunktion in S*:
L, 7)) = L(r,1) (1 —22) + O(c?)

Wirkung S*: Substitution der Integrationsvariable t* — ¢,

o dt* dt*
o= [ dt £)(1 — 2
S A L D)(1-2e)

= (" at (e, )1+ 20)(1 — 22)

la

= S(1—-4%) =S54+ 0(?)

=1+ 2¢

Die fiihrende Korrektur zu S ist also ~ &2, in linearer Ordnung sind S und S* identisch.

ds*
b) Das Resultat S* = S + O(¢2) kann auch ausgedriickt werden durch = 0. Daraus
— £
e=0

wurde in der Vorlesung abgeleitet, daf eine Erhaltungsgrofe existiert (Noethertheorem), und zwar
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Der Ausdruck in den Klammern ist offenbar (—) die Hamiltonfunktion H . Die infinitesimale

Transformation ist dabei allgemein definiert als
!L‘;k :IL’Z'+€’¢Z' s t* :t+€<p

In unserem Fall gilt also v; = x;, ¢ = 2t, und so

oL
ot;

1
=mz; , H:Zmi?—£:§mi‘2+ﬁ

DO | =

mi? + U(r) = F, Energie

das heifit, | Q = mrr —2Et|. Ist () tatsdchlich erhalten 7!

daQ . o dE
o = T m(t)® — 28 — 2t P

Dazu brauchen wir die Bewegungsgleichung,

d oL oL a 2ar
S ) = mi=-VUR)=-V—— = =F
dt B:UZ a$z mr (r> r? + y2 + 22 |I‘|4 (I')

Damit folgt

dE
i mrt + VU(r)t = ¢[mi — F(r)] =0
Das war eh klar, Energieerhaltung. Die Konstanz von @) ist aber weniger selbstversténdlich, diese

héngt ndmlich an der speziellen Form des Potentials U(r) :

% = mir + mi? — 2F
= mir —2U(r) = F(r)r — 2U(r)
2ar a
- T 92" —9
T

1
¢) 2 Teilchen, Lagrangefunktion: £ = im(r% +13) — U(ry —13),
Transformation: r; =r; —evt, v = beliebiger, konstanter Vektor; ¢ =1, 2,

t*
Transformierte Wirkung: S* = / "t L(r], 1),
la

drf  dr!
Dazu brauchen wir wieder dt* =dt , 1 = dti = dtz =T; — €V,
also ist die transformierte Lagrangefunktion
koK ]' . 2 . 2 * *
Lri,17) = gm[(f1 —ev)”+ (F2 —ev)"] = Ulry —13)

1
= §m(r% +13) — U(ry — r3) — emv(ity + i) + O(e?)

— L(r,E) + g%f(ri) +O(e?)
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mit f = —mv(r; +ry).
Die Lagrangefunktion dndert sich also um die totale Zeitableitung einer Funktion f, und fiir die

transformierte Wirkung ergibt sich mit d¢* = dt,

t t
S* = bdtﬁ(r,»,f,») +6/bdt% + O(£?)
ta

= Sa"‘ e(fle, — flea)

= const.

Die Galileitransformation 148t also die Wirkung in linearer Ordnung ~ & nicht invariant, allerdings
besteht die Anderung lediglich aus einer Konstanten. Die Lagrangegleichungen fiir r} entsprechen
daher denen fiir die r;, denn die Variation der Wirkung unter einer infinitesimalen Veréinderung

der Bahn bei festgehaltenen Endpunkten ist gleich,

0S*=05=0

a_) Angenommen, das Pendel schwingt in der z-y-Ebene, y zeigt nach unten (Richtung der
Schwerkraft), dann ist x = [sin(¢),y = [cos(y), und die kinetische Energie lautet (wie {iblich)
T = imi*()? . Die potentielle Energie ist U(yp) = mgh = —mgl cos(ip) . Damit

L(p$) = T—U=mP(e) - Uly)

Blp,¢) = T+U=5ml(p)+U(g)

Energieerhaltung:

Mit der Lagrangegleichung

i@_ﬁ_@_ﬁ_o — ml2"—|—a—U—0
9y dp 700 T
dE

folgt sofort 0].

i

b) Da die Gesamtenergie erhalten ist, kénnen wir diese auf einen willkiirlichen festen Wert E

setzen und nach ¢ auflosen:

- . . _de _ 2(E-U(y))

Trennung der Verdnderlichen und Integration beider Seiten,

B 2(E —Ul(p)) B mi? L ml? dop
dp = |22 dt — =\ s = tg—ﬁ/\/m
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Fiir kleine Auslenkungen mit cos(yp) &~ 1 — 2¢? wird das Potential

1
Ulp) ~ gmgl ©* — mgl

und wir miissen das Integral

f /le/ dy
’ 2 \/(E + mgl) — 3mgl p?

berechnen. Die Konstante mgl kann als Bezugsenergie in E absorbiert werden, (£ + mgl) — E

(d.h., wir messen FE relativ zu —mgl; wir hitten auch schon am Anfang einen entsprechenden

Bezugspunkt im Potential wihlen kénnen). Das Integral lautet dann

P /le/ dp
0V 2FE 1_?_]%1902

[mgl
Mit der Substitution x = % ¢ wird daraus

B de ) B ) mgl ) /g
wo (t —tg) = / N arcsin(z) — C' = arcsin ( -5 go) —C mit |wy= \/;

Die beiden Integrationskonstanten ¢y und C' kénnen zusammengefaf3t werden, ¢ := wytyg — C',

S(t) = ,/;—Zsin(wot _ )

Fiir die Energie E wurde wieder E geschrieben.

c) Das ¢(t) von oben entspricht der allgemeine Lésung der Bewegungsgleichung (Lagrangeglei-
chung) ¢ + wip = 0. Die Anfangsbedingungen ¢(0) und ¢(0) stecken hier in der Integrations-
konstanten ¢ und der (ebenfalls konstanten) Erhaltungsgréfie E':

¢<o>:—\/;—§lsmw> , 9-9(0):,/;_3%603(@

Mit diesen zwei Gleichungen kénnen die Anfangsbedingungen in @) und F umgerechnet werden

und umgekehrt. Beispiel:

2 Q Q
e o(t) = =2 sin(wp )

p0)=0 = ¢v=0, ¢0)=Q =
mgl  wp Wo




