Theorie B (SS 2003) Musterlésung Ubungsblatt 7 20.06.03

a) Die Lagrangefunktion lautet

1
L= §m(x2 + 7+ 2) = U@®) , UH) =mgz = —mglcos(f) + const.

0 ist der Auslenkungswinkel. Mit dem Winkel ¢ der Projektion in die x-y-Ebene sind die Koordi-
naten, siehe auch Blatt 2, Aufg. 1,

x = Isin(0) cos(p)
y = Isin(f)sin(yp)
z = R—1lcos(0)

Wir suchen die Lagrangefunktion in kartesischen Koordinaten, miissen also U(6) wieder riickiiber-
setzen. Fiir kleine Auslenkungen geht das leicht: in fiihrender Ordnung 6 sind mit cos() =
1—26%+ ... und sin(f) = 6 + ... das Potential und die Koordinaten

r = lBcos(p)
1
U9 = §mglt92 +const” .y = Ifsin(yp)
2 = R—-1
1
also 22 +y? = 1?0% , und damit U(0) = U(x,y) = §m%(x2 +y%). Mit 2 = const., also # = 0 folgt

1 1
L= §m(:i:2 +97) — §mw§(x2 +9°) |, wo=1/9g/l

In fithrender Ordnung 6 sind x und y offenbar entkoppelt, und man erhélt direkt zwei unabhéngige

Bewegungsgleichungen des harmonischen Oszillators,

P4+wiz = 0

ji+wiy = 0

b) Wir benutzen die komplexe Koordinate u = x + iy, um aus den zwei DGLs eine einzige zu

machen:

Pt+wiz = 0 Ptwiz = 0
= addieren = i +wju = 0

j+wiy = 0 ij+ivgy = 0
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Ansatz: u(t) = et — = -0%"" = Q?=w! = |Q=+w | Die allgemeine Lésung

lautet also
u(t) = Ae™! 4 Be ot

mit den komplexen Konstanten A, B.

Mit = Re(u) und y = Im(u) kénnte man die allgemeinen x und y extrahieren. Einfacher: erst

die Anfangsbedingungen einbauen:

z(0) =2(0) =0, y(0)=p0,9(0)=0 = w(0)=riyo,u(0)=0
also

ijo=A+B , 0=iw(A—B) = A=DB=1iy/2
Damit ergibt sich zunéchst

u(t) = i%[emot + e 0] = jyq cos(wo t)

und daraus

xz(t) =0, y(t) =1yocos(wyt)

Die Schwingungsebene (=Schwingungsrichtung in der a-y-Ebene) ist die durch die Anfangsbedin-
gung vorgegebene, ist also zeitlich konstant. Klar, denn z und y sind ja (in der Néherung kleiner

Auslenkung) entkoppelt.

c) Im rotierenden System K S’ ist die Bewegungsgleichung laut Vorlesung (mit der Notation r

anstatt r’)

mi =F —2m(w x ) —mw X (w X r) —m(w X r)

~ i

FC FZ = (0 hier

Abschétzen der Groflenordnung:
|Fc| = 2mwo|sin(/w, v)|; v =Geschwindigkeit der Masse. GroBenordnungsméBig konnen wir fiir
v die Geschw. am Scheitelpunkt nehmen, also v ~ lémam. émax ist bis auf Vorfaktoren, die von
den Anfangsbedingungen abhéngen, gegeben durch Omaz ~ Wo . Damit ist, bis auf Vorfaktoren der
GroBenordnung 1, mit w? = g/I,
|Fc| ~ mlwwy = mgi
Wo
In F; gilt [r| = R, dal < R, und so |Fz| = m|sin(/w,r)|Rw?, also bis auf Vorfaktoren der

Groflenordnung 1,

2 R 2
|F,| ~ mRw® = mRw} (i> = mg— (i>

Wo ) Wo
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Es sieht so aus, dafl die Zentrifugalkraft um den Faktor (Pendelperiode/Tag) kleiner ist als die
Corioliskraft und vernachléssigt werden kann. Allerdings sind die Vorfaktoren nicht gleich, der
Faktor R/l ist groff und kann moglicherweise ein w/wy kompensieren.

Hier miiite man Zahlenwerte einsetzen, denn [ la8t sich zwar mit wy und ¢g verbinden, aber R

3

nicht mit w, denn w ist durch eine “zufillige” Anfangsbedingung gegeben (die Rotationsenergie

bei Entstehung der Erde etc.).
Das iibliche Argument ist: Wir beriicksichtigen w nur in fithrender Ordnung w in der Bewegungs-

gleichung und vernachlissigen alle Terme ab ~ w?.

d_) Im System K S’ sind die Komponenten der Drehachse:
Wy = wsin(¢p) cos(0) , w, =wsin(¢)sin(O) , w, = wcos(¢p)

O ist der Winkel der Projektion von w in die z-y-Ebene. O.B.d.A. kann man © = 0 setzen.

Die Komponenten der Corioliskraft lauten

Wy T —W, 7
wxr=| w, | x|y |= W, T
W, z Wyl — Wy

mit z = const., also 2 = 0. Fiir # und y ergeben sich also die Bewegungsgleichungen, mit F; = 0,

mi = F,+2mw.y P4 wit —2w,y = 0
=
my = F,—2mw, i+ wiy+2w.is = 0
mit der riicktreibenden Kraft im rotierenden System F, = —mwjz, F, = —mwjy aus a) .

Die Gleichungen sind die aus a) , aber mit zusétzlichen Kopplungstermen zwischen x und y . Jetzt

ist die in a) (iiberfliissigerweise) benutzte Methode hilfreich: Mit v = x + iy ist

T+ ng — 2w,y = 0
addieren = (& + ) + wi (2 + iy) + i2w. (& + i) = 0
i+ iwiy + 2w, = 0

= i+ wiu+ 2iw,i =0
Jetzt haben wir also nur noch eine Gleichung, die aussieht wie ein geddmpfter Oszillator, aber mit
imaginérer (?!) Dampfungskonstante.

Ansatz: u = et 1 =iQet | i = -2,

O —wp +2w,Q=0 = Q=—w, £ /w2 +wi ~ —w, +wy + O((w,/wy)?)

wobei in fithrender Ordnung w/wq , also w,/wy entwickelt wurde. Allgemeine Losung fiir w < wp ,

U(t) — 67iwzt[A6iw0t +B67iw0t]
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Mit den Anfangsbedingungen wie in a), u(0) = iy, , @(0) =0,

A4+B=iy . A-B=ipZ = A:z@(H&) , B:i@(l—&>
Wo 2 Wo 2 Wo

In fithrender Ordnung w,/wy ergibt sich A = B = i% , und damit

u(t) = iyoe™™* ' cos(wyt) = yo[i cos(w, t) + sin(w, t) ] cos(wp 1)

also

(30) = (2o Jmesr

Die Schwingungsebene dreht sich also mit der Frequenz w, = w cos(¢).

a) Lagrangefunktion: Kinetische Energie:

x=lsin(p) , y=lcos(p) , &=Ipcos(p) , y=—lpsin(p)

1 1
= T= §m[(i’)2 +(9)*] = §m12(4f9>2
Potential: U = —mgl cos(p) + const. ,
Lagrangefunktion:

1
L(p, ) = =ml*(p)*> +mglcos(p) mit m =m(t) =mye "

2
Bewegungsgleichung: %% = % = % (m I? 4,9) = —mygl sin(yp)

= ml2@+mi*p+mglsin(p) =0
Mit 7 = —2ym und sin(p) & ¢ ergibt sich

$—2v¢p+ws =0 mit wozﬁ

b) Lésungsansatz, wie immer:

gO(t):eAt = )\2_27)\4—(,()3:0 = Al,Z:'Yi\/m-
w w w
L= Mo=—p(l+i), do=—2(1—i).

Hier: = ,/= =
! V2 V2

20 V2
Allgemeine Losung: o(t) = e“0t/V2(Ae™0t/V2 4 Be=iwot/V2)

Die Integrationskonstanten A, B sind komplex, wie .
Physikalische Losung durch Bilden des Realteils:

Rep(t) = e°//V2[asin(wot/V/2) + b cos(wot/V/2)]

a,b sind reell, genauer: b= (ReA +ReB), a=(—ImA+ImB).
Anfangsbedingungen: (wir setzen jetzt ¢ = Reyp)

p(0)=b=0

. Wo Qo
und: $(0) \/ia 0 = a o
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= pt) = ﬂ%ewot/ﬂ sin(wot/\/ﬁ)

Wo

Billigerweise ein Sinus, dessen Hiillkurve exponentiell ansteigt (solange ¢ klein bleibt, das war die

Néherung).



