
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 7 20.06.031 a) Die Lagrangefunktion lautetL = 12m( _x2 + _y2 + _z2)� U(�) ; U(�) = mgz = �mgl os(�) + onst:� ist der Auslenkungswinkel. Mit dem Winkel ' der Projektion in die x-y-Ebene sind die Koordi-naten, siehe auh Blatt 2, Aufg. 1,x = l sin(�) os(')y = l sin(�) sin(')z = R� l os(�)Wir suhen die Lagrangefunktion in kartesishen Koordinaten, m�ussen also U(�) wieder r�uk�uber-setzen. F�ur kleine Auslenkungen geht das leiht: in f�uhrender Ordnung � sind mit os(�) =1� 12�2 + : : : und sin(�) = � + : : : das Potential und die Koordinaten
U(�) = 12mgl�2 + onst:0 ; x = l� os(')y = l� sin(')z = R� lalso x2+ y2 = l2�2 , und damit U(�) = U(x; y) = 12mgl (x2+ y2) . Mit z = onst: , also _z = 0 folgtL = 12m( _x2 + _y2)� 12m!20(x2 + y2) ; !0 = qg=lIn f�uhrender Ordnung � sind x und y o�enbar entkoppelt, und man erh�alt direkt zwei unabh�angigeBewegungsgleihungen des harmonishen Oszillators,�x+ !20 x = 0�y + !20 y = 0b) Wir benutzen die komplexe Koordinate u = x + iy , um aus den zwei DGLs eine einzige zumahen:�x+ !20 x = 0�y + !20 y = 0 9>>=>>; ) �x+ !20 x = 0i�y + i!20 y = 0 9>>=>>; addieren) �u+ !20u = 0



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 7 (20.06.03) 2Ansatz: u(t) = ei
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 = �!0 . Die allgemeine L�osunglautet alsou(t) = Aei!0 t +Be�i!0 tmit den komplexen Konstanten A;B .Mit x = Re(u) und y = Im(u) k�onnte man die allgemeinen x und y extrahieren. Einfaher: erstdie Anfangsbedingungen einbauen:x(0) = _x(0) = 0 ; y(0) = y0 ; _y(0) = 0 ) u(0) = iy0 ; _u(0) = 0alsoiy0 = A+B ; 0 = i!0(A� B) ) A = B = iy0=2Damit ergibt sih zun�ahstu(t) = iy02 [ ei!0 t + e�i!0 t ℄ = iy0 os(!0 t)und darausx(t) = 0 ; y(t) = y0 os(!0 t)Die Shwingungsebene (=Shwingungsrihtung in der x-y-Ebene) ist die durh die Anfangsbedin-gung vorgegebene, ist also zeitlih konstant. Klar, denn x und y sind ja (in der N�aherung kleinerAuslenkung) entkoppelt.) Im rotierenden System KS 0 ist die Bewegungsgleihung laut Vorlesung (mit der Notation ranstatt r0)m�r = F�2m(w � _r)| {z }FC �mw � (w � r)| {z }FZ �m( _w � r)| {z }= 0 hierAbsh�atzen der Gr�o�enordnung:jFC j = 2m!vj sin( 6 w;v)j ; v =Geshwindigkeit der Masse. Gr�o�enordnungsm�a�ig k�onnen wir f�urv die Geshw. am Sheitelpunkt nehmen, also v ' l _�max . _�max ist bis auf Vorfaktoren, die vonden Anfangsbedingungen abh�angen, gegeben durh _�max ' !0 . Damit ist, bis auf Vorfaktoren derGr�o�enordnung 1, mit !20 = g=l ,jFC j ' ml!!0 = mg !!0In FZ gilt jrj = R , da l � R , und so jFZ j = mj sin(6 w; r)jR!2 , also bis auf Vorfaktoren derGr�o�enordnung 1,jFZ j ' mR!2 = mR!20 � !!0�2 = mgRl � !!0�2



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 7 (20.06.03) 3Es sieht so aus, da� die Zentrifugalkraft um den Faktor (Pendelperiode/Tag) kleiner ist als dieCorioliskraft und vernahl�assigt werden kann. Allerdings sind die Vorfaktoren niht gleih, derFaktor R=l ist gro� und kann m�ogliherweise ein !=!0 kompensieren.Hier m�u�te man Zahlenwerte einsetzen, denn l l�a�t sih zwar mit !0 und g verbinden, aber Rniht mit ! , denn ! ist durh eine \zuf�allige" Anfangsbedingung gegeben (die Rotationsenergiebei Entstehung der Erde et.).Das �ublihe Argument ist: Wir ber�uksihtigen ! nur in f�uhrender Ordnung ! in der Bewegungs-gleihung und vernahl�assigen alle Terme ab � !2 .d) Im System KS 0 sind die Komponenten der Drehahse:!x = ! sin(�) os(�) ; !y = ! sin(�) sin(�) ; !z = ! os(�)� ist der Winkel der Projektion von w in die x-y-Ebene. O.B.d.A. kann man � = 0 setzen.Die Komponenten der Corioliskraft lautenw � _r = 0BB� !x!y!z 1CCA� 0BB� _x_y_z 1CCA = 0BB� �!z _y!z _x!x _y � !y _x 1CCAmit z = onst: , also _z = 0 . F�ur x und y ergeben sih also die Bewegungsgleihungen, mit FZ = 0 ,m�x = Fx + 2m!z _ym�y = Fy � 2m!z _x ) �x + !20x� 2!z _y = 0�y + !20y + 2!z _x = 0mit der r�uktreibenden Kraft im rotierenden System Fx = �m!20x , Fy = �m!20y aus a) .Die Gleihungen sind die aus a) , aber mit zus�atzlihen Kopplungstermen zwishen x und y . Jetztist die in a) (�uber�ussigerweise) benutzte Methode hilfreih: Mit u = x+ iy ist�x+ !20x� 2!z _y = 0i�y + i!20y + i2!z _x = 0 9>>=>>; addieren) (�x+ i�y) + !20(x + iy) + i2!z( _x + i _y) = 0) �u+ !20u+ 2i!z _u = 0Jetzt haben wir also nur noh eine Gleihung, die aussieht wie ein ged�ampfter Oszillator, aber mitimagin�arer (?!) D�ampfungskonstante.Ansatz: u = ei
 t ; _u = i
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 = 0 ) 
 = �!z �q!2z + !20 ' �!z � !0 +O((!z=!0)2)wobei in f�uhrender Ordnung !=!0 , also !z=!0 entwikelt wurde. Allgemeine L�osung f�ur ! � !0 ,u(t) = e�i!z t[Aei!0 t +Be�i!0 t ℄



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 7 (20.06.03) 4Mit den Anfangsbedingungen wie in a) , u(0) = iy0 , _u(0) = 0 ,A +B = iy0 ; A�B = iy0!z!0 ) A = iy02 �1 + !z!0� ; B = iy02 �1� !z!0�In f�uhrender Ordnung !z=!0 ergibt sih A = B = iy02 , und damitu(t) = iy0e�i!z t os(!0 t) = y0[ i os(!z t) + sin(!z t) ℄ os(!0 t)also  x(t)y(t) ! =  sin(!z t)os(!z t) !y0 os(!0 t)Die Shwingungsebene dreht sih also mit der Frequenz !z = ! os(�) .2 a) Lagrangefunktion: Kinetishe Energie:x = l sin(') ; y = l os(') ; _x = l _' os(') ; _y = �l _' sin(')) T = 12m[( _x)2 + ( _y)2℄ = 12ml2( _')2Potential: U = �mgl os(') + onst. ,Lagrangefunktion:L('; _') = 12ml2( _')2 +mgl os(') mit m = m(t) = m0 e�2 tBewegungsgleihung: ddt �L� _' = �L�' ) ddt �ml2 _'� = �mgl sin(')) ml2 �'+ _ml2 _'+mgl sin(') = 0Mit _m = �2 m und sin(') � ' ergibt sih�'� 2 _'+ !20 ' = 0 mit !0 = rglb) L�osungsansatz, wie immer:'(t) = e� t ) �2 � 2�+ !20 = 0 ) �1;2 =  �q2 � !20 .Hier:  = r g2 l = !0p2 ) �1 = !0p2(1 + i) ; �2 = !0p2(1� i) .Allgemeine L�osung: '(t) = e!0t=p2(Aei!0t=p2 +Be�i!0t=p2)Die Integrationskonstanten A;B sind komplex, wie ' .Physikalishe L�osung durh Bilden des Realteils:Re'(t) = e!0t=p2[a sin(!0t=p2) + b os(!0t=p2)℄a; b sind reell, genauer: b = (ReA +ReB) ; a = (�ImA+ ImB) .Anfangsbedingungen: (wir setzen jetzt ' = Re')'(0) = b = 0und: _'(0) = !0p2a = 
0 ) a = p2
0!0



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 7 (20.06.03) 5) '(t) = p2
0!0 e!0t=p2 sin(!0t=p2)Billigerweise ein Sinus, dessen H�ullkurve exponentiell ansteigt (solange ' klein bleibt, das war dieN�aherung).


