
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 8 27.06.031 Tr�agheitstensor f�ur N Massepunkte: �ij = NXn=1mn[ (rn)2Æi;j � xni xnj ℄Diagonalelemente: �ii = NXn=1mn[ (xn1 )2 + (xn2 )2 + (xn3 )2 � (xni )2 ℄Au�erdiagonalelemente: �ijji 6=j = � NXn=1mn[ xni xnj ℄a) Diagonalelemente: �xx = 0 (Massepunkte) ; �yy = 2ml2 ; �zz = 2ml2Au�erdiagonalelemente: �xy = �yz = �xz = 0 .Der Tr�agheitstensor ist in dem gew�ahlten k�orperfesten Koordinatensystem o�enbar diagonal, d.h.,die Koordinatenahsen sind auh die Haupttr�agheitsahsen.b) Der Ursprung des Koordinatensystems soll der Shwerpunkt sein, d.h., wir m�ussen die Koor-dinaten der Massen relativ zum Shwerpunkt bestimmen. Dazu:Abstand von M zur \Stange" a : h = qb2 � (a=2)2 .Abstand der \Stange" a zum Ursprung=Shwerpunkt:  .Die Koordinaten (x; y) der Massen relativ zum Shwerpunkt sind dannm1 = m : (�a=2;�) ; m2 = m : (a=2;�) ; m3 =M : (0; h� )Der Shwerpunkt ist so gegeben durhR = P3n=1mnrnP3n=1mn =  0; M h2m+M � !Der Shwerpunkt soll der Ursprung sein, alsoR = 0 )  = h M2m +M ) (h� ) = h 2m2m+MDamit liegen die Koordinaten der Massen fest, und es geht los:�xx = 3Xn=1mn[ (yn)2 + (zn)2 ℄ = 3Xn=1mn(yn)2= m(2 + 2) +M(h� )2= 2mM h22m+M = �b2 � (a=2)2� 2mM2m +Mund so weiter:�yy = 3Xn=1mn[ (xn)2 + (zn)2 ℄ = 3Xn=1mn(xn)2= 2m(a=2)2 = ma22



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 8 (27.06.03) 2shlie�lih:�zz = 3Xn=1mn[ (xn)2 + (yn)2 ℄ = 3Xn=1mn(xn)2 + 3Xn=1mn(yn)2= �yy +�xx = ma22 + �b2 � (a=2)2� 2mM2m +MDie Au�erdiagonalelemente:�xy = � 3Xn=1mn[ xnyn ℄ = �[m(a2 � a2)(�) ℄ = 0�xz = � 3Xn=1mn[ xn zn|{z}= 0 ℄ = 0�yz = � 3Xn=1mn[ yn zn|{z}= 0 ℄ = 0Das hei�t, auh hier sind die Koordinatenahsen die Haupttr�agheitsahsen.2 a)L = 12m( _x2 + _y2 + _z2)� U ; U = mg zUm die generalisierte Koordinate r ins Spiel zu bringen, m�ussen wir zun�ahst Polarkoordinateneinf�uhren. Die Koordinaten der Masse m lauten:x = r sin(�) os(')y = r sin(�) sin(')z = r os(�) ; ' = '(t) = ! t+ '0� = onst: ; _� = �� = 0Beahte, da� hier ' von der Zeit abh�angig vorgegeben ist, w�ahrend � ein fester Parameter ist. DieGeshwindigkeitskomponenten der Masse sind dann_x = _r sin(�) os(')� r sin(�)! sin(')_y = _r sin(�) sin(') + r sin(�)! os(')_z = _r os(�)Die Lagrangefunktion ist damitL(r; _r) = 12m[ _r2 + r2!2 sin2(�) ℄�mgr os(�)Die Lagrangegleihung folgt daraus, mit _! = _� = 0 ,m�r �mr!2 sin2(�) +mg os(�) = 0 ;



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 8 (27.06.03) 3oder kompakter geshrieben,�r � 
2 r = �D mit 
2 = !2 sin2(�) ; D = g os(�)b) Wir betrahten nun das Ganze in einem rotierenden Bezugssystem KS , in dem die Stangeselbst in Ruhe ist. Die Urspr�unge von KS und dem Laborsystem IS sollen �ubereinstimmen.Am einfahsten ist es, als Drehahse w die gemeinsame z Ahse von KS und IS zu w�ahlen.Die Koordinate der Masse in KS ist dann gegeben durh r(t) = r(t)eS , wobei eS einen festenEinheitsvektor in Rihtung der Stange bezeihnet. Da eS zeitunabh�angig ist (in KS), k�onnen wirdiesen ohne weiteres in die x-z-Ebene legen. Also:KS : r(t) = r(t)eS ; eS = sin(�)ex + os(�)ezDie Strihe ' an den Koordinaten im bewegten System KS lassen wir wieder weg.Die Bewegungsgleihung in KS lautet (Vorlesung oder Blatt 7, Aufg. 1):m�r = F�2m(w � _r)| {z }FC �mw � (w � r)| {z }FZ �m( _w � r)| {z }= 0 hierDurh die Zwangsbedingung der Stange sind nur die Kr�afte und Sheinkr�afte in Rihtung derStange, also jjeS wirksam. Wir brauhen also nur die Komponente der Bewegungsgleihung jjeSzu betrahten. Mit reS = r hei�t dasm�r = (FeS) + (FCeS) + (FZeS)�Au�ere Kraft: F = �mgez ) (FeS) = �mg os(�)Sheinkr�afte: FC = �m(w � _r) ;Mit rjjeS ist auh _rjjeS aufgrund der Zwangsbedingung (Stange). D.h.,FC = �m! _r(ez � eS) = �m! _r sin(�)(ez � ex| {z }= ey ) ) (FCeS) = 0FZ = �mw � (w � r) = �m!2r ez � ( ez � eS| {z }sin(�)ey) = �m!2r sin(�)(�ex)) (FZeS) = (FZex) sin(�) = m!2 sin2(�) rDamit ergibt sih die Bewegungsgleihung f�ur r ,m�r = �mg os(�) +m!2 sin2(�) r ;diese entspriht exakt der in a) im Laborsystem bestimmten Gleihung.) L�osung der Bewegungsgleihung: im Prinzip: allgemeine L�osung der homogenen Gleihung(D = 0) plus spezielle L�osung der inhomogenen Gleihung ergibt allgem. L�osung der inhomogenen



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 8 (27.06.03) 4Gleihung.Oder: absorbiere D in shift der Koordinate, r = er+K . Mit K = D=
2 wird die Bewegungsglei-hung f�ur er homogen,r = er + D
2 ) �er � 
2 er = 0Diese wird mit dem �ublihen Ansatz gel�ost:er(t) = e� t ) � = �
 ) er(t) = Ae
 t +Be�
 t ) r(t) = Ae
 t +Be�
 t + D
2Beahte: im Gegensatz zum Oszillator ist hier alles reell.Mit den Anfangsbedingungenr(0) = r0 = (A+B) + D
2 ; _r(0) = 0 = 
(A� B) ) A = B = 12 �r0 � D
2�folgt die spezielle L�osung (die Bahnkurve)r(t) = 12(r0 �D=
2)[ e
 t + e�
 t ℄ + D
2=  r0 � g os(�)!2 sin2(�)! osh(! sin(�) t) + g os(�)!2 sin2(�)Es gibt also drei m�oglihe Bahnkurven: F�ur r0 = D=
2 halten sih Shwer- und Zentrifugalkraft dieWaage, die Masse verweilt bei r(t) = r0 . F�ur r0 > D=
2 wird die Masse durh die Fliehkraft nahau�en, also zu positiven r beshleunigt. Dies geshieht f�ur kleine Zeiten, mit osh(x) ' 1 + x2=2 ,wie 
 t� 1 : r(t) ' r0 + 12(r0 �D=
2) 
2 t2und f�ur gro�e Zeiten, mit osh(x) ' ejxj , wie
 t� 1 : r(t) � (r0 �D=
2) e
 jtjF�ur r0 < D=
2 verl�auft die Bewegung genauso beshleunigt, aber zu negativen r hin. DieseSymmetrie der Bahnkurve relativ zu r = D=
2 liegt daran, da� die konstante Shwerkraft lediglihden Kraftnullpunkt m�r = 0 von r = 0 zu r = D=
2 vershiebt. Ohne Shwerkraft, also f�ur D = 0ist das Ergebnis, r(t) = r0 osh(
 t) ja sofort einsihtig.


