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J

N
Tréigheitstensor fiir N Massepunkte: ©;; = > my,[(x")*5;; — a2 ]
~ n=1
Diagonalelemente: ;; = > m,[(z])* + (25)° + (%)% — (2})?]
n=1 N
AuBerdiagonalelemente: Oy, = — > mg [} 2]
n=1

a) Diagonalelemente: O, =0 (Massepunkte) , ©,, = 2ml*> | O,, =2ml®
Auflerdiagonalelemente: ©,, =0,, =0,, =0.
Der Tragheitstensor ist in dem gewéhlten korperfesten Koordinatensystem offenbar diagonal, d.h.,

die Koordinatenachsen sind auch die Haupttragheitsachsen.

b_) Der Ursprung des Koordinatensystems soll der Schwerpunkt sein, d.h., wir miissen die Koor-
dinaten der Massen relativ zum Schwerpunkt bestimmen. Dazu:

Abstand von M zur “Stange” a: h =/b>— (a/2)?.

Abstand der “Stange” a zum Ursprung=Schwerpunkt: c.

Die Koordinaten (x,y) der Massen relativ zum Schwerpunkt sind dann
my=m :(—a/2,—c) , my=m :(a/2,—c) , mg=M :(0,h—c)

Der Schwerpunkt ist so gegeben durch

L m,r” Mh
R = Zooi (g Mh
Yom—q My, 2m + M

Der Schwerpunkt soll der Ursprung sein, also

M 2m
0 = Je=shg —p = (h—a=hg =7

Damit liegen die Koordinaten der Massen fest, und es geht los:

O = Z_:lmn[(y”)2 + (")) = Z_:lmn(?/n>2
= m(®+¢c*) + M(h—c)?

2mM h? 5 5
o ar = (0= (@/2))

2mM
2m+ M

und so weiter:

Op = Z_:lﬂ%[(ﬂﬁ")”(2”)2]22_3177%(96")2

ma2

= 2m(a/2)’ = -
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schlief3lich:
3 3 3
0., = Z mp[ (2™)? + (y")?] = Z my (2™)? + Z my(y™)?
n=1 n=1 n=1
2
— ma 2 2 2mM
= O+ O =——+ (1" = (0/2)°) 5
Die Auflerdiagonalelemente:
2 - a a
Oy = =2 mala"y"] = ~[m(5 - 3)(=0)] =0
n=1
3
O, = —Zmn[x”\zﬁ/] =0
n=1 =0
3
0, = —Zlmn[yn\zi/] =0
n= — 0

Das heif3t, auch hier sind die Koordinatenachsen die Haupttriagheitsachsen.

2]

1
Ezim(:&2+y'2+22)—U , U=mgz

Um die generalisierte Koordinate r ins Spiel zu bringen, miissen wir zunéchst Polarkoordinaten

einfiihren. Die Koordinaten der Masse m lauten:

r = rsin(a)cos(p)

p = p(t) =wi+ o
y = rsin(a)sin(y)

a = const., a=a=0
z = rcos(a)

Beachte, dafl hier ¢ von der Zeit abhéngig vorgegeben ist, wihrend « ein fester Parameter ist. Die

Geschwindigkeitskomponenten der Masse sind dann

& = rsin(a)cos(p) — rsin(a)wsin(p)
y = 7rsin(a)sin(p) 4+ rsin(a)w cos(p)

Z = rcos(a)

Die Lagrangefunktion ist damit

1
L(r, 1) = 5m[r* + r*w?sin®(a) | — mgr cos(a)

Die Lagrangegleichung folgt daraus, mit w =& =0,

mit — mrw?sin®(a) + mg cos(a) = 0,
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oder kompakter geschrieben,

P—Q%r=-D mit Q=w’sin’(a), D= gcos(a)

b) Wir betrachten nun das Ganze in einem rotierenden Bezugssystem KS, in dem die Stange
selbst in Ruhe ist. Die Urspriinge von KS und dem Laborsystem IS sollen {ibereinstimmen.
Am einfachsten ist es, als Drehachse w die gemeinsame z Achse von KS und IS zu wéhlen.
Die Koordinate der Masse in K S ist dann gegeben durch r(t) = r(t)es, wobei eg einen festen
Einheitsvektor in Richtung der Stange bezeichnet. Da eg zeitunabhéngig ist (in K'S), kénnen wir

diesen ohne weiteres in die z-z-Ebene legen. Also:

KS : r(t)=r(t)es , |es=sin(a)e, + cos(a)e,

Die Striche * an den Koordinaten im bewegten System K S lassen wir wieder weg.

Die Bewegungsgleichung in K'S lautet (Vorlesung oder Blatt 7, Aufg. 1):

mit =F —2m(w X ¥) —mw X (w X r) —m(w X r)

Fe F, — 0 hier

Durch die Zwangsbedingung der Stange sind nur die Kréfte und Scheinkrifte in Richtung der
Stange, also ||eg wirksam. Wir brauchen also nur die Komponente der Bewegungsgleichung ||eg
zu betrachten. Mit reg = r heifit das

mr = (Fes) + (Fces) + (ers>

Aufere Kraft: F = —mge., = |(Fes)= —mgcos(a)

Scheinkrifte: Fo = —m(w X 1);

Mit r||eg ist auch ¥||eg aufgrund der Zwangsbedingung (Stange). D.h.,

Fco = —nmwr(e, X eg) = —mwrsin(a)(e, x e;) = (Fees) =0
= ey

F; = —mwx (wxr)=—mw’re, x (e, x eg) = —mw’rsin(a)(—e,)
——

sin(a)e,

= | (Fzes) = (Fze,)sin(a) = mw?sin®(a) r

Damit ergibt sich die Bewegungsgleichung fiir
mit = —mg cos(a) + mw?sin®(a) r ,

diese entspricht exakt der in a) im Laborsystem bestimmten Gleichung.

C_) Lésung der Bewegungsgleichung: im Prinzip: allgemeine Loésung der homogenen Gleichung

(D = 0) plus spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ergibt allgem. Losung der inhomogenen
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Gleichung.
Oder: absorbiere D in shift der Koordinate, r =7+ K. Mit K = D/Q? wird die Bewegungsglei-

chung fiir ¥ homogen,

D .
T—T—i—@ = 77—9277:0

Diese wird mit dem {iblichen Ansatz gelost:

Fty=e = A=4+0 = F{t)=Ae""+Be " = |r(t)= A" + Be '+

Beachte: im Gegensatz zum Oszillator ist hier alles reell.

Mit den Anfangsbedingungen

r(0)=ry=(A+ B)+ r0)=0=QA-B) = A=B-=

-3)

Do =

@ )

folgt die spezielle Losung (die Bahnkurve)

r(t) = %(TU—D/Q2)[€Qt+th]+%
= |r g cos(e) cosh(w sin (o g cos(a)
B ( W sm2(a)> h( (a) ) + w?sin®(a)

Es gibt also drei mogliche Bahnkurven: Fiir ry = D/Q? halten sich Schwer- und Zentrifugalkraft die
Waage, die Masse verweilt bei r(t) = rq. Fiir rp > D/Q? wird die Masse durch die Fliehkraft nach
aufien, also zu positiven r beschleunigt. Dies geschieht fiir kleine Zeiten, mit cosh(x) ~ 1+ 2%/2,

wie
Qt<1: 7r(t)~ro+ %(ro — D/Q%) Q2
und fiir groe Zeiten, mit cosh(xz) ~ el*l | wie
Qt>1: r(t)~ (rg— D/Q?) 2

Fiir 79 < D/Q? verlduft die Bewegung genauso beschleunigt, aber zu negativen r hin. Diese
Symmetrie der Bahnkurve relativ zu r = D/Q? liegt daran, daf§ die konstante Schwerkraft lediglich
den Kraftnullpunkt m# = 0 von r = 0 zu r = D/Q? verschiebt. Ohne Schwerkraft, also fiir D = 0
ist das Ergebnis, r(t) = rocosh(Q2t) ja sofort einsichtig.



