
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 9 04.07.031 a) Tr�agheitstensor f�ur N Massepunkte: �ij = NXn=1mn[ (rn)2Æi;j � xni xnj ℄Diagonalelemente: �ii = NXn=1mn[ (xn1 )2 + (xn2 )2 + (xn3 )2 � (xni )2 ℄Au�erdiagonalelemente: �ijji 6=j = � NXn=1mn[ xni xnj ℄Hier:�xx = (m +M)a2�yy = (m +M)a2�zz = 2(m+M)a2�xy = �yx = �Ma2�xz = �yz = 0
9>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>;) � = 0BB� (m+M)a2 �Ma2 0�Ma2 (m+M)a2 00 0 2(m +M)a2 1CCA

b) Eigenvektoren: �e0i = �ie0i ) (���i 1)e0i = 0Eigenwerte:det(���i 1) = 0 ) (2(m+M)a2 ��i) [ ((m+M)a2 � �i)2 � (Ma2)2 ℄ = 0daraus folgt�3 = 2(m+M)a2 und ((m+M)a2 ��i)2 � (Ma2)2 = 0) �1 = ma2 ; �2 = (m+ 2M)a2Zugeh�origer Eigenvektor: �3 = 2(m +M)a2 )Mit e03 = 0BB� bxbybz 1CCA : �(m +M)bx �Mby = 0�Mbx � (m +M)by = 0 9>>=>>; ) bx = by = 00 bz = 0 ) bz = beliebig
9>>>>>>>=>>>>>>>;) e03 = 30BB� 001 1CCAmit der freien Konstante 3 � bz .Zugeh�origer Eigenvektor: �1 = ma2 )Mit e01 = 0BB� bxbybz 1CCA : Mbx �Mby = 0�Mbx +Mby = 0 9>>=>>; ) bx = by(m + 2M)bz = 0 ) bz = 0

9>>>>>>>=>>>>>>>;) e01 = 10BB� 110 1CCA



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 9 (04.07.03) 2mit der freien Konstante 1 � by .Zugeh�origer Eigenvektor: �2 = (m + 2M)a2 )
Mit e02 = 0BB� bxbybz 1CCA : �Mbx �Mby = 0�Mbx �Mby = 0 9>>=>>; ) bx = �bymbz = 0 ) bz = 0

9>>>>>>>=>>>>>>>;) e02 = 20BB� �110 1CCAmit der freien Konstante 2 � by .Die Konstanten i werden jetzt so bestimmt, da� die Eigenvektoren normiert sind (Einheitsvek-toren), je0ij = 1 , und es ergibt sih shlie�lih�1 = ma2 �2 = (m + 2M)a2 �3 = (2m+ 2M)a2e01 = 1p20BB� 110 1CCA e02 = 1p20BB� �110 1CCA e03 = 0BB� 001 1CCADie Benennung der �i und zugeh�origen e0i (welher also der 1., 2., oder 3. Eigenvektor sein soll) istnat�urlih willk�urlih. Mit der hier benutzten Benennung bilden die Hauptahsen in der Reihenfolgee01 ; e02 ; e03 ein rehtsh�andiges Bezugssystem. Siehe auh die nihtvorhandene Skizze.) Die Transformationsmatrix in e0i = � ei lautet� = (e01 ; e02 ; e03) = 0BB� 1p2 � 1p2 01p2 1p2 00 0 1 1CCADie Matrix ist orthogonal, denn die Spalten sind paarweise orthogonal (sogar orthonormal),e0i e0j = Æi;j .Die Komponenten �0ij des Tr�agheitstensors in der neuen Basis sind�0ij = (��1��)ij = 0BB� �1 0 00 �2 00 0 �3 1CCAijDie Matrix � wird durh die �Ahnlihkeitstransformation � ja gerade diagonalisiert. Davon kannman sih notfalls durh Ausmultiplizieren von �0 = ��1�� �uberzeugen.d) Shwerpunkt im \alten" Koordinatensystem:R = PnmnrnPnmn = 13m+M 2664ma0BB� 100 1CCA+ma0BB� 010 1CCA+Ma0BB� 110 1CCA3775 = (m+M)a3m+M 0BB� 110 1CCA jj e01



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 9 (04.07.03) 3Wenn nun das Hauptahsensystem e01 ; e02 ; e03 in Rihtung e01 auf den Shwerpunkt vershobenwird, werden die Drehahsen e02 und e03 jeweils um jRj parallel vershoben, e01 dagegen bleibtunver�andert. Der Satz von Steiner, r�ukw�arts angewendet, f�uhrt dann aufe�1 = �1e�2 = �2 �MtotjRj2 ; Mtot = 3m+Me�3 = �3 �MtotjRj2Um das Ergebnis einfah nahpr�ufbar zu halten, vereinfahen wir auf M = m , dann giltR = a20BB� 110 1CCA ) jRj2 = a22 ; Mtot = 4malso e�1 = ma2 ; e�2 = ma2 ; e�3 = 2ma2Dies ergibt sih nat�urlih auh direkt, wenn manM = m setzt und die �0ij berehnet; also bez�ugliheines Koordinatensystems, dessen x und y-Ahsen durh die Eken des Quadrats aus den 4 Massenm gehen, mit dem Ursprung in der Mitte (Shwerpunkt).2 a) Der Vektor ist in IS bestimmt durh A = (Ax; Ay; Az) mitAx = A? os(�)Ay = A? sin(�)Az = Ajj ; A? = jAj sin(�)Ajj = jAj os(�)Hier ist A? die L�ange der Projektion in die x-y-Ebene, � der Winkel dieser Projektion zur x-Ahse,Ajj die Projektion auf die z-Ahse. Die Winkel �;� sind fest gew�ahlt und v�ollig unabh�angig vondem zeitabh�angigen Rotationswinkel ' = ! t . Wird nun dieser Vektor von einem BezugssystemKS 0 aus betrahtet, das gegen�uber IS um den Winkel ' um die gemeinsame z-Ahse gedreht ist,so ersheint die Projektion in die x-y-Ebene in KS 0 um den Winkel ' zur�ukgedreht,A0x = A? os(� � ') = A?[ os(�) os(') + sin(�) sin(') ℄ = Ax os(') + Ay sin(')A0y = A? sin(� � ') = A?[ sin(�) os(')� os(�) sin(') ℄ = �Ax sin(') + Ay os(')A0z = Az = Az = AzIn MatrixshreibweiseA0 = DA ; D = 0BB� os(') sin(') 0� sin(') os(') 00 0 1 1CCA



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 9 (04.07.03) 4D ist (wie erwartet) die Matrix einer Drehung um die z-Ahse um den Winkel �' .b) Im System IS: m�r = FIm System KS 0: aus a) folgt: r0 = Dr ) r = D�1r0Das brauht man jetzt nur ableiten:_r = (dtD�1)r0 +D�1 _r0�r = (d2t D�1)r0 + 2(dtD�1)_r0 +D�1�r0Dazu, mit D�1 = DT , denn D ist orthogonal,(dtDT ) = dt0BB� os(! t) � sin(! t) 0sin(! t) os(! t) 00 0 1 1CCA = �!0BB� sin(! t) os(! t) 0� os(! t) sin(! t) 00 0 0 1CCA(d2t DT ) = �!20BB� os(! t) � sin(! t) 0sin(! t) os(! t) 00 0 0 1CCAEinsetzen und Anmultiplizieren von m und D liefert mit m�r = F ,(DF)| {z }= F0 = �m!20BB� os(! t) sin(! t) 0� sin(! t) os(! t) 00 0 1 1CCA0BB� os(! t) � sin(! t) 0sin(! t) os(! t) 00 0 0 1CCAr0 �� 2m!0BB� os(! t) sin(! t) 0� sin(! t) os(! t) 00 0 1 1CCA0BB� sin(! t) os(! t) 0� os(! t) sin(! t) 00 0 0 1CCA _r0+m(DD�1)�r0) F0 = �m!20BB� 1 0 00 1 00 0 0 1CCAr0 � 2m!0BB� 0 1 0�1 0 00 0 0 1CCA _r0 +m�r0Einsetzen der Komponenten von r0 = (x0; y0; z0) liefert die Bewegungsgleihung in KS 0 ,m�r0 = F0+m!20BB� x0y00 1CCA| {z }FZ +2m!0BB� _y0� _x00 1CCA| {z }FCDie Sheinkr�afte wirken nur in der x-y-Ebene senkreht zur Drehahse ez .Vergleih mit der Vorlesung: dort hie� esm�r0 = F0�mw � (w � r0)| {z }FZ �2m(w � _r0)| {z }FC



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 9 (04.07.03) 5Hier ist die Drehahse im System KS 0 die z0-Ahse, w = ! ez , alsoFZ = �m!20BB� 001 1CCA� 0BB� 001 1CCA� 0BB� x0y0z0 1CCA = �m!20BB� 001 1CCA� 0BB� �y0x00 1CCA = �m!20BB� �x0�y00 1CCAFC = �2m!0BB� 001 1CCA� 0BB� _x0_y0_z0 1CCA = �2m!0BB� � _y0_x00 1CCADies ergibt genau die Bew.gl. von oben.


