
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 10 11.07.031 a) Tr�agheitstensor f�ur eine kontinuierlihe Masseverteilung �(r) :�ij = Z d3r �(r)[ r2Æi;j � xi xj ℄(i) Zylinder:�(r) = 8>><>>: M=V f�ur px2 + y2 � R und 0 < z � h0 sonsth ist die Ausdehnung in z-Rihtung. In Zylinderkoordinaten (r; #; ') ergibt sih damit�zz = Z d3r �(r)[ x2 + y2| {z }= r2 ℄ = hZ0 dz 2�Z0 d' RZ0 rdr MV r2 = 2�hMV R44Das Volumen des Zylinders istV = hZ0 dz 2�Z0 d' RZ0 rdr = 2�hR22und damit k�urzt sih h wieder raus,�zz = 12MR2(ii) Stab der L�ange L :�(r) = 8>><>>: mL Æ(y)Æ(z) f�ur jxj � L=20 sonstDamit ist�zz = mL L=2Z�L=2 dx x2 Z dy Æ(y) Z dz Æ(z) = mL L=2Z�L=2 dx x2 ) �zz = mL212b) Tr�agheitsmoment mit ausgestrekten \Armen": Dazu mu� ber�uksihtigt werden, da� dieSt�abe niht um den Shwerpunkt rotieren, sondern um eine parallel vershobene Ahse mit demAbstand (R + L=2) zum Shwerpunkt. Steiner:�Azz = mL212 +m(R + L=2)2 = m(L23 +R2 +RL)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 10 (11.07.03) 2Ein Zylinder plus 2 St�abe ergibt shlie�lih�totzz = �Zylzz + 2�Azz = 12MR2 + 2m(L23 +R2 +RL)Tr�agheitsmoment mit angelegten \Armen": Das Tr�agheitsmoment des Stabes ist jetzt null, �Stabxx =0 , also bleibt nur der Beitrag von Steiner �ubrig (wie f�ur eine Punktmasse),�0Azz = 0 +mR2 ) �0totzz = 12MR2 + 2mR2Das Verh�altnis !0=! der Kreisfrequenzen ergibt sih aus der Drehimpulserhaltung (die Rotations-ahse ist eine Haupttr�agheitsahse des Eisl�aufers, daher ist Lz = jLj � L),L = !�totzz = !0�0totzz ) !0! = �totzz�0totzz = 12MR2 + 2m(L23 +R2 +RL)12MR2 + 2mR2das shreibt sih dann als!0! = 1 + 4mM [ 1 + �LR�+ 13 �LR�2 ℄1 + 4mMMit den angegeben Zahlenwerten ergibt sih !0=! ' 2:55 .2 a) z-Komponente: das Drehmoment ist � (ez � L) , d.h., M ist senkreht zu ez , hat alsokeine z-Komponente, Mz = 0 . Damit ist sofort ddtLz = 0 .Betrag:ddt jLj2 = ddtLL = 2L ddtL = 2LM = 0denn M ist auh senkreht zu L .b) Die Bewegungsgleihung in Komponenten:_Lx = �M0jLjLy_Ly = M0jLjLx_Lz = 0 ) �Lx = �M0jLj _Ly_Ly = M0jLjLx ) �Lx + 
2 Lx = 0 ) Lx(t) = A os(
 t� ')mit 
 =M0=jLj und den Integrationskonstanten A;' . MitLy = � 1
 _Lx folgt Ly(t) = A sin(
 t� ')Da Lz = onst: und jLj2 = onst: mu� auh L2x + L2y = onst: sein, was o�enbar der Fall ist.Setzen wir jLj = L0 und die z-Komponente Lz = L0 os(�0) mit dem Winkel der Projektion vonL auf die z-Ahse, dann legt dies die Konstante A fest,jLj2 = L20 = L2x + L2y + L20 os2(�0) = A2 + L20 os2(�0) ) A = L0 sin(�0)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 10 (11.07.03) 3A ist eben die L�ange der Projektion von L in die x-y-Ebene. Also:Lx(t) = L0 sin(�0) os(
 t� ')Ly(t) = L0 sin(�0) sin(
 t� ')Lz(t) = L0 os(�0)Der Vektor L f�uhrt eine Pr�azession um die z-Ahse aus, mit der Fequenz 
 = M0=L0 .) Die Integration �uber r inM f�uhrt man am besten im Hauptahsensystem aus, um die Haupt-tr�agheitsmonente �1;�3 identi�zieren zu k�onnen. Es gilt r = Dr0 mit einer Drehmatrix D , alsodet(D) = 1 , und es folgtM = � Z d3r0 �(r0)(r0R)(r0 �R)Zerlegen wir r0 nah den Hauptahsen ei , r0 = x1e1 + x2e2 + x3e3 , so folgtM = � Z dx1 dx2 dx3 �(r0)[ x1R1 + x2R2 + x3R3 ℄[ (x1e1 + x2e2 + x3e3)� (R1e1 +R2e2 +R3e3) ℄mit den Komponenten Ri = Rei von R im Hauptahsensystem.Die Vereinfahung ergibt sih, wenn man beahtet, da� der Tr�agheitstensor der Erde gegeben istdurh�ij = Z dx1 dx2 dx3 �(r0)[ (x21 + x22 + x23)Æi;j � xi xj ℄ = �iÆi;jDieser ist im Hauptahsensystem berehnet nat�urlih diagonal, d.h., alle Integrale der FormZ dx1 dx2 dx3 �(r0)[ xi xj ℄����i 6=j = 0vershwinden. Damit bleibt nur noh �ubrig,M = � Z dx1 dx2 dx3 �(r0)[ (x22 � x23)R2R3e1 + (x23 � x21)R1R3e2 + (x21 � x22)R1R2e3 ℄Dies wird noh einfaher, wenn man das Drehmoment �uber ein Jahr mittelt: da sih herausstellenwird, da� die Pr�azessionsperiode wesentlih l�anger ist als 1 Jahr, ist das erlaubt. Dazu brauhenwir hos(
 t) sin(
 t)i = 
2� 2�=
Z0 dt os(
 t) sin(
 t) = 0 ; hos(
 t)2i = hsin(
 t)2i = 12und es bleibt nur, mit den Ri wie im Aufgabenblatt,hR1R3i = 12 jRj2 os(�0) sin(�0)



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 10 (11.07.03) 4�ubrig. So folgt shlie�lihhMi = � Z dx1 dx2 dx3 �(r0)(x23 � x21)hR1R3ie2= ��(�3 ��1)hR1R3ie2= ��(�3 ��1)12R2 os(�0) sin(�0)e2= �(�3 � �1)12R2 os(�0)(e3 � ez)d) L = L0e3 bedeutet, da� wir die Pr�azession des freien symmetrishen Kreisels Erde ignorieren.Diese �uberlagert in Wirklihkeit die hier berehnete Pr�azession. Mit L = �3!0 , !0 = 2�=Tag,folgt aus b),! = 32G�3 � �1�3 os(�0)mSR3 1!0und nohmal ein gleihlautender Beitrag f�ur den Mond. Einsetzen der Zahlenwerte liefert ! =7:9 � 10�12se�1 , also T = 2�=! = 25000 Jahre.


