Theorie B (SS 2003) Musterlésung Ubungsblatt 10 11.07.03

a) Triigheitstensor fiir eine kontinuierliche Masseverteilung p(r):
O, = / d*r p(r —x; 7|
(i) Zylinder:

M/V fir a2+ y><R und 0<z<h

0 sonst

h ist die Ausdehnung in z-Richtung. In Zylinderkoordinaten (r, 1, ¢) ergibt sich damit

M 4
0., /d3rp 2 +y /dz/dcp/rdr—r —27Th—R—

V4
Das Volumen des Zylinders ist
h 27 R 2
V:/dz/d /rdr —27ThR—
0 0 0
und damit kiirzt sich h wieder raus,
0.. = MR’
zzZ — 2
(ii) Stab der Lénge L:
s)(z) i || < L/2
pr) =4 L
0 sonst
Damit ist
L/2
LZ
/ dx 2? /dy(5 /dzé — / de2® = @ZZ:m12
,L/Q 7L/2

b) Triigheitsmoment mit ausgestreckten “Armen”: Dazu muf} beriicksichtigt werden, daf die
Stabe nicht um den Schwerpunkt rotieren, sondern um eine parallel verschobene Achse mit dem
Abstand (R + L/2) zum Schwerpunkt. Steiner:

L2 L2
o4 = mm (R+L/2)* = m(= + B>+ RL)
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Ein Zylinder plus 2 Stébe ergibt schliefflich
tot Zyl a _ 1 2 % 2
Oy =07/ +20,, = 5MR + 2m(§ + R*+ RL)

Stab _

Tragheitsmoment mit angelegten “Armen”: Das Trégheitsmoment des Stabes ist jetzt null, ©,"

0, also bleibt nur der Beitrag von Steiner {ibrig (wie fiir eine Punktmasse),
’ ! 1
OA=0+mR? = 0= 5MR2 + 2mR*

Das Verhéltnis w'/w der Kreisfrequenzen ergibt sich aus der Drehimpulserhaltung (die Rotations-

achse ist eine Haupttrigheitsachse des Eisldufers, daher ist L, = |L| = L),

[ —woi— et o W _ 0% MR+ om(L + R? + RL)
2z 2z w Q'tot %MRQ + 2mR2?

zZZ

das schreibt sich dann als

W LA AmL (E) £ ()]
w 1442

Mit den angegeben Zahlenwerten ergibt sich w’/w =~ 2.55.

a_) z-Komponente: das Drehmoment ist ~ (e, x L), d.h., M ist senkrecht zu e, , hat also

keine z-Komponente, M, = 0. Damit ist sofort %Lz =0.
Betrag:

d d d
— L= —LL =2L—L =2LM =0
dt| | dt dt

denn M ist auch senkrecht zu L.

b) Die Bewegungsgleichung in Komponenten:

L, = -,
it i, = _%Ly .

L, = My, = = L, +Q*L,=0 = L,(t) = Acos(Qt— )
L i owmg

L. = 0 ’ e

mit = M,/|L| und den Integrationskonstanten A, . Mit

1.
L, = —ﬁLx folgt L,(t) = Asin(Qt — )

Da L. = const. und |L|* = const. mufl auch L2 + L7 = const. sein, was offenbar der Fall ist.
Setzen wir |L| = Ly und die z-Komponente L, = Lg cos(fy) mit dem Winkel der Projektion von
L auf die z2-Achse, dann legt dies die Konstante A fest,

IL|* = L§ = L2 + L + L cos®(6y) = A> + L cos®(6y) = A= Lysin(6y)
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A ist eben die Lénge der Projektion von L in die z-y-Ebene. Also:

L.(t) = Lysin(fy)cos(Qt — )
L,(t) = Lgsin(6p)sin(Q2t — p)

L.(t) = Locos(fy)

Der Vektor L fiihrt eine Prézession um die z-Achse aus, mit der Fequenz Q = M,/ Ly .

C_) Die Integration iiber r in M fiithrt man am besten im Hauptachsensystem aus, um die Haupt-
tragheitsmonente O, O3 identifizieren zu koénnen. Es gilt r = Dr’ mit einer Drehmatrix D, also
det(D) =1, und es folgt

M = a / & p(r') ('R)(r' X R)
Zerlegen wir r’ nach den Hauptachsen e;, r’' = xe; + x2e5 + 23€3, so folgt
M=a« / dl‘l d!L‘Q d!L‘3 p(r')[lel + IQRQ + IL’3R3][ (IL‘161 + roe9 + I363) X (R161 + RQEQ + R363) ]

mit den Komponenten R; = Re; von R im Hauptachsensystem.

Die Vereinfachung ergibt sich, wenn man beachtet, dafl der Trigheitstensor der Erde gegeben ist
durch

Qi) = /dxl dag das p(v)[ (2] + 25 + 23)0:; — 225 ] = ©idi
Dieser ist im Hauptachsensystem berechnet natiirlich diagonal, d.h., alle Integrale der Form

/dxl deydas p(r") [z 2] =0
i#]

verschwinden. Damit bleibt nur noch {ibrig,
M=aqa / dzy doy das p(r')] (v5 — 23) RyRseq + (15 — o7) Ry Rseq + (27 — 235) Ry Roes ]

Dies wird noch einfacher, wenn man das Drehmoment iiber ein Jahr mittelt: da sich herausstellen
wird, dafl die Prizessionsperiode wesentlich ldnger ist als 1 Jahr, ist das erlaubt. Dazu brauchen
wir

2m /2

(cos(Qt)sin(Qt)) = 3 / dt cos(Qt)sin(Qt) =0 , (cos(t)?) = (sin(Qt)?) = %

und es bleibt nur, mit den R; wie im Aufgabenblatt,

1
(R\R3) = 5 IR|? cos(6y) sin(6p)
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ibrig. So folgt schliefllich

(M) = a / dzy das das p(r') (22 — 22)(Ry Rs)es
= —04(93 — 61)<R1R3>€2
1
= —a(O; — 61)§R2 cos(fy) sin(6y)es

1
= «a(0; — @1)§R2 cos(bp)(es x e,)

d_) L = Lyez bedeutet, dal wir die Prazession des freien symmetrischen Kreisels Erde ignorieren.
Diese iiberlagert in Wirklichkeit die hier berechnete Prazession. Mit L = Oswy, wy = 27/Tag,
folgt aus b),
3 @3 - @1 mg 1
— 2623 "7 os(B) =2 —
W= o, cos(fp) 7 o
und nochmal ein gleichlautender Beitrag fiir den Mond. Einsetzen der Zahlenwerte liefert w =
7.9-10""sec™!, also T = 27/w = 25000 Jahre.



