
Theorie B (SS 2003) Musterl�osung �Ubungsblatt 11 18.07.031 a) Die Lagrangefunktion war:L(q1; _q1; q2; _q2) = 12m1 _q21 + 12m2 _q22 �D(q21 + q22 � q1q2)Konjugierte Impulse:p1 = �L� _q1 = m1 _q1 ; p2 = �L� _q2 = m2 _q2Damit ergibt sih die Hamiltonfunktion:H = p1 _q1 + p2 _q2 � L = p212m1 + p222m2 +D(q21 + q22 � q1q2)Sind die Impulse erhalten ? Kanonishe Gleihungen:_p1 = ��H�q1 = �D(2q1 � q2) 6= 0_p2 = ��H�q2 = �D(2q2 � q1) 6= 0Also sind p1; p2 keine Erhaltungsgr�o�en.b) Die Lagrangefunktion war:L(�; _�; _') = 12ml2[ _�2 + sin2(�) _'2 ℄ +mgl os(�)Konjugierte Impulse:p� = �L� _� = ml2 _� ; p' = �L� _' = ml2 sin2(�) _'Damit ergibt sih die Hamiltonfunktion:H = p� _� + p' _'� L = p2�2ml2 + p2'2ml2 sin2(�) �mgl os(�)Sind die Impulse erhalten ? Kanonishe Gleihungen:_p� = ��H�� = mgl sin(�)� p2' os(�)ml2 sin2(�) 6= 0_p' = ��H�' = 0Also ist p' eine Erhaltungsgr�o�e, denn ' ist eine zyklishe Koordinate. p' � Lz ist gerade derDrehimpuls, siehe auh Blatt 2, Aufg. 1 a) .



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 11 (18.07.03) 22 Poissonklammer: ff; gg =Xi  �f�pi �g�qi � �f�qi �g�pi! .Damit: ff; gg = �fg; fg sofort klar. Anwendung der Produktregel:ff; ghg = Xi  �f�pi �gh�xi � �f�xi �gh�pi != Xi  �f�pi �g�xih� �f�xi �g�pih!+Xi  �f�pi �h�xi g � �f�xi �h�pi g!= ff; ggh+ gff; hgGenauso folgtffg; hg = ff; hgg + ffg; hg3 a)fLi; xkg = Xl=x;y;z �Li�pl �xk�xl � �Li�xl �xk�pl !Die xi und pi sind die unabh�angigen Variablen,�xk�pl = 0 ; �xk�xl = Æk;l � 8<: 1 f�ur k = l0 f�ur k 6= lDamit folgt fLi; xkg = �Li�pk , im einzelnen:fLx; yg = �Lx�py = �zfLy; zg = �Ly�pz = �xfLz; xg = �Lz�px = �y und fLy; xg = �Ly�px = zfLz; yg = �Lz�py = xfLx; zg = �Lx�pz = yAu�erdem gilt nat�urlih fLx; xg = fLy; yg = fLz; zg = 0 , und zusammengefa�t lautet dasErgebnisfLi; xkg = �xl mit (i; k; l) = (1; 2; 3) und zyklishfLi; xig = 0fLk; xig = �fLi; xkg((Dies l�a�t sih wieder mit dem "-Tensor zusammenfassen, fLi; xkg = �Xl "ikl xl .))



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 11 (18.07.03) 3Ganz analog wird der \Kommutator" mit p berehnet:fLi; pkg = Xl=x;y;z �Li�pl �pk�xl � �Li�xl �pk�pl ! = ��Li�xkmit dem Ergebnis:fLi; pkg = �pl mit (i; k; l) = (1; 2; 3) und zyklishfLi; pig = 0fLk; pig = �fLi; pkg((In Kurzform: fLi; pkg = �Xl "ikl pl .))Nun zur Berehnung von fLi; Lkg . Trivialerweise gilt fLi; Lig = 0 . Von den nihttrivialen Kom-binationen betrahte malfLx; Lyg =Xl � �Lx�pl �Ly�xl| {z }l 6= 3 ! 0� �Lx�xl �Ly�pl| {z }l 6= 3 ! 0� = y px � py x = �LzF�ur die Kombinationen (y; z); (z; x) geht das genauso, und mit Hilfe von fA;Bg = �fB;Agergibt sih insgesamtfLi; Lkg = �Ll mit (i; k; l) = (1; 2; 3) und zyklishfLi; Lig = 0fLk; Lig = �fLi; Lkg((In Kurzform: fLi; Lkg = �Xl "ikl Ll .))b) Teilhen im Zentralpotential:H(r;p) = p22m + U(r) ; U(r) = U(jrj)Lassen wir zun�ahst U(r) allgemein, dann gibt die erste Klammer der Aufgabe die Zeitentwiklungdes Drehimpulses wieder,ddtLi = fH; Lig = 12mf(p)2; Lig+ fU(r); LigDie erste Klammer (kinetishe Energie) wird mit den Regeln von oben ausgewertet, z.B. f�ur i = 1 :f(p)2; L1g = Xk f(pk)2; L1g = �2Xk pkfL1; pkg= �2[p1 fL1; p1g| {z }= 0 +p2 fL1; p2g| {z }= �p3 +p3 fL1; p3g| {z }= +p2 ℄ = �2[p3 p2 � p2 p3℄ = 0



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 11 (18.07.03) 4und genauso f�ur L2; L3 . Die kinetishe Energie erh�alt also den (kanonishen) Drehimpuls, fT; Lig =0 , und die zeitlihe Ver�anderung wird allein durh das Potential bestimmt. Die entsprehendePoisson-Klammer lautetfU(r); L1g = �fL1; Ug = �Xk (�L1�pk �U�xk � �L1�xk �U�pk|{z}=0 )Mit der Kraftkomponente Fk ,�U(r)�xk = (gradV )k = �Fkergibt sihfU(r); L1g =Xk �L1�pk Fk = y F3 � z F2und analog fU; L2g = z F1 � xF3 ; fU; L3g = xF2 � y F1 .Also fU(r); Lig = xk Fl � xl Fk mit (i; k; l) = (1; 2; 3) und zyklish , fU(r);Lg = r� FIn einem Zentralpotential ist das Drehmoment r� F = 0 :F = �gradU(jrj) = �dU(r)dr grad r = �dU(r)dr rr mit r = jrj = qx2 + y2 + z2Hier ist also Fjjr (Zentralkraft), und damit vershwindet die Poisson-Klammer,fH;Lg = fU(jrj);Lg = �dU(r)dr (r� r) = 0Die restlihen Poisson-Klammern der Aufgabe sind jetzt einfah:fH; jLj2g =Xk fH; (Lk)2g = 2Xk Lk fH; Lkg| {z }=0 = 0Und:fjLj2; L1g = 2L1 fL1; L1g| {z }= 0 +2L2 fL2; L1g| {z }= L3 +2L3 fL3; L1g| {z }= �L2 = 0 et.Die physikalishe Bedeutung ist shliht die Erhaltung der Drehimpulskomponenten und des-betrages. Die Poissonklammer fjLj2; Lig = 0 hat in der klassishen Mehanik keine direkte Be-deutung, kann aber rehentehnish hilfreih sein.) Die Hamiltonfunktion ist also H = p22m + U(r) ,und die angeblihe Erhaltungsgr�o�e ist der Lenz-Vektor A = (p� L) +mU(r)r .



Theorie B (SS 2003) Musterl�osung Blatt 11 (18.07.03) 5Zeitlihe Ver�anderung: ddtA = fH;Ag = fH; (p� L)g+mfH; U(r)rg .Im Einzelnen:fH; (p� L)ig = Xk;l "iklfH; pkLlg =Xk;l "ikl[ fH; pkgLl + pk fH; Llg| {z }= 0 ℄fH; pkg = � �H�xk = ��U(r)�xk = Fk (Kraftkomponente)) fH; (p� L)ig = Xk;l "iklFkLl = (F� L)iund: fH; (U(r)r)ig = fH; U(r)gxi + U(r)fH; xigfH; xig = �H�pi = 1mpifH; U(r)g = 12mfp2; U(r)g = � 1mXk pkfU(r); pkg = � 1mXk pkFk = � 1m(pF)mit fU(r); pkg = ��U(r)�xk = Fk) fH; (U(r)r)ig = � 1m(pF)xi + 1mU(r)piZusammen:fH;Ag = (F� L)� (pF)r+ U(r)pEinsetzen vonF� L = F� (r� p) = (Fp)r� p(Fr)und der Kraft f�ur ein Zentralpotential, s.o.,F = �dU(r)dr rrliefertfH;Ag = p[U(r)� (Fr) ℄= p[U(r) + dU(r)dr r ℄= p[ r � r2 r ℄ = 0Im letzten Shritt kommt auf die genaue Form des Zentralpotentials an: der Lenzvektor ist nurf�ur das Keplerpotential =r eine Erhaltungsgr�o�e.


