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a_) Die Lagrangefunktion war:

. ) 1 . 1 .
L(q1,41, 92, 42) = §m1qf + §mzq§ —D(¢; + & — 11¢2)
Konjugierte Impulse:
oL ) oL .
pL= 2 =mid1 , P2= o = Maf
1 9 1q1 2 94, 2q2

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:
pi | P
H=piq1 +p2ge— L= + + D(¢} + & — 1)
2m1 2m2

Sind die Impulse erhalten? Kanonische Gleichungen:

OH

D1 o0 (21 —q2) #0
OH

D2 o0 (2¢2—q1) #0

Also sind pq, po keine Erhaltungsgrofien.

b) Die Lagrangefunktion war:
. 1 .
L£(0,0,p) = §ml2[92 + sin”(0) ¢ ] + mgl cos(6)

Konjugierte Impulse:

a—ﬁ. = mi%) 8—£ = ml?sin?(6)p

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion:

2 2
Dy + Py

H =ped + p, 2mi2  2mi?sin()

— mgl cos(0)

Sind die Impulse erhalten ? Kanonische Gleichungen:

o peos(d)
Po= "0 ~ mglsin(6) - ml2 sin?(6) 70
. OH

Do = —% =0

Also ist p, eine Erhaltungsgrofie, denn ¢ ist eine zyklische Koordinate. p, = L, ist gerade der
Drehimpuls, siehe auch Blatt 2, Aufg. 1 a).
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. Pmssonklammer {f,g9} = Z (g—fg_g - g_fg_g> _
Pi 04, q; Op;

Damit: {f,g} = —{g, f} sofort klar Anwendung der Produktregel:

(F.ghh — Z(@f@gh_@f@gh)

dp; Ox; dx; Op;

- of 99 Of dg of oh  Of ok
B ;(apiaxih 3$i3pih +; 5pi5$ig 8xi8pz‘g

= {figth+g{f h}

Genauso folgt

{fg,h} ={f.h}g+ f{g,h}

3] a)

{Liv Ik} = Z

l=mz,y,2

Op; 0w dx; Op

Die x; und p; sind die unabhéngigen Variablen,

=0, S =0 = .
op ox; 0 fir k#1
: oL; . .
Damit folgt {L;,xx} = —, im einzelnen:
Opr,
oL oL
{ ) y} apy 4 { Yy x} apx z
oL oL,
L —= y = — und sz = =
ozt = 5, ) e} = 5, =7
oL, IL,
sz - = - Lma - =
(Losp = 32 = oy (L) = 5 =y

Auflerdem gilt natiirlich {L,,z} = {L,,y} = {L.,2} = 0, und zusammengefafit lautet das
Ergebnis

{Li,z} = —x mit (i,k,01) = (1,2,3) und zyklisch
{Li,x;} = 0
{Lkaxi} = _{Liaxk}

((Dies 148t sich wieder mit dem e-Tensor zusammenfassen, {L;,z;} ==Y emx;.))
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Ganz analog wird der “Kommutator” mit p berechnet:

apl axl 8951 8pl N 8xk

{Li,pk} = Z

l=x,y,2

mit dem Ergebnis:

{Li,pr} = —p mit (i,k,1) = (1,2,3) und zyklisch
{Lipi} = 0
{Le,pit = —{Li,pe}

((In Kurzform: {L;,pr} =—>_ cimpi.))
!

Nun zur Berechnung von {L;, L;.} . Trivialerweise gilt {L;, L;} = 0. Von den nichttrivialen Kom-

binationen betrachte mal

B 0L, 0L, 0L, 0L,
{va Ly} - ; < apl al’l

[#3 -0 [#3 =0

= — r=—L

Fiir die Kombinationen (y, z), (z,x) geht das genauso, und mit Hilfe von {A, B} = —{B, A}

ergibt sich insgesamt

{Li, Ly} = —L mit (i,k,1) =(1,2,3) und zyklisch

((In Kurzform: {L;, Ly} == s Li.))
!

b) Teilchen im Zentralpotential:

Hr,p) = o~ +Ulr) , Ulr) = U]

Lassen wir zunéchst U(r) allgemein, dann gibt die erste Klammer der Aufgabe die Zeitentwicklung

des Drehimpulses wieder,

d 1

L= L} = 5—{(p)", Li} +{U(r), L}

Die erste Klammer (kinetische Energie) wird mit den Regeln von oben ausgewertet, z.B. fiiri = 1:

{3 L} = ;{(pk)2aL1}:_2;pk{Llapk}

= 2[pi {L1,p1}+p2 {L1,p2} +p3 {L1,p3}| = —2[psps —paps] =0
—— —— ——
=0 = —Ps3 = +p2
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und genauso fiir Lo, L3 . Die kinetische Energie erhélt also den (kanonischen) Drehimpuls, {7, L;} =
0, und die zeitliche Verdnderung wird allein durch das Potential bestimmt. Die entsprechende

Poisson-Klammer lautet

- o 0L, OU 9L, oU
{U(I‘), Ll} - {Ll’ U} - ; (apk al’k al‘k apk
—~—

=0

Mit der Kraftkomponente F, ,

oU(r)
a’L‘k

= (grad V)k = —Fk

ergibt sich

oL
(Ur), L}y =Y - F=yF;— 2 F,
k aplc

und analog {U, Ly} =z2F, —xF3 , {U/ L3} =xF,—yF,.
Also

{U(r),L;} =ap Fy —x; F, mit (i, k1) =(1,2,3) und zyklisch << {U(r),L} =rxF

In einem Zentralpotential ist das Drehmoment r x F = 0:

d d
F = —gradU(|r]) = —7Z(T) gradr = _Lﬁ(r) r mit r=|r| =22+ y? + 22
r r

r

Hier ist also F|[r (Zentralkraft), und damit verschwindet die Poisson-Klammer,

dU(r)

{#,L} = {U(lr]), L} = - (rxr)=0

Die restlichen Poisson-Klammern der Aufgabe sind jetzt einfach:

=0

Und:

{|L|2, Ll} = 2L1 {Ll, Ll} —|—2L2 {LQ, Ll} —|—2L3 {L3, Ll} =0 etc.
=y - @ =
et et 3 = —1»

Die physikalische Bedeutung ist schlicht die Erhaltung der Drehimpulskomponenten und des
-betrages. Die Poissonklammer {|L|?, L;} = 0 hat in der klassischen Mechanik keine direkte Be-

deutung, kann aber rechentechnisch hilfreich sein.

2
c) Die Hamiltonfunktion ist also H = 2p_ +U(r),
m

und die angebliche Erhaltungsgrofe ist der Lenz-Vektor A = (p x L) +mU(r)r.
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Zeitliche Verdnderung: %A ={H,A} ={H,(px L)} + m{H,U(r)r}.

Im Einzelnen:

{H, (px L)} = > ewdH.pLi} =D cam[ {H, i} Lo+ pi {H., Li} ]
ol ol —
B oM oU(r) _
{H,pr} = “om - ome F.  (Kraftkomponente)

= {H,(pxL)i} = > emFili=(F x L)
ol

und:
(LUEI = (MU + UG5
(o} = 55—,
(UMY = 50 U] == SndU0)pd = = Spefic= = (o)
mit {U(r), pr} = _ag;}:«) = F,
= (U = - (pF)+ U0y
Zusammen:

{H,A}=(F xL)— (pF)r+U(r)p
Einsetzen von
FxL=Fx (rxp)=(Fp)r —p(Fr)

und der Kraft fiir ein Zentralpotential, s.o.,

_dU(r)r

F =
dr r

liefert

{",A} = plU(r)— (Fr)]

= () + 0
= Bl -l =0

Im letzten Schritt kommt auf die genaue Form des Zentralpotentials an: der Lenzvektor ist nur

fiir das Keplerpotential v/r eine Erhaltungsgrofie.



