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1. Doppel-Pendel

Wir beschreiben die Massenpunkte durch die Koordinaten 77 = {x1,y1,21} und 7 =
{2, Y2, 22}. Erst formulieren wir die Zwangsbedingungen F, = 0,a = 1, 2.

Fl(fi,fé):|F1|2—l%:$%+y%+zf_l%:()

By(7,7) =M — 7 — 5= (1 —22)* + (11 —y2)* + (21 — 22)° = 3 =0

Auf beide Massen wirkt die Schwerkraft. Die Lagrange-Gleichungen erster Art lauten

ml'r;’;l = —mlgé; + )\1v,:‘1F1<771, 'FQ) + )\QVFlF2<F1, ’FQ) (1)
mz'f_’)z = —ngé; + )\1V,72F1(F1, 'FQ) + )\QVFQF2<F1, ’FQ) (2)
Das ergibt
mlzil = 2/\1l‘1 + 2/\2(ZL‘1 - ZL‘Q) (3)
myii = 2My1 + 2X2(y1 — v2) (4)
mlél = —mg -+ 2)\121 -+ 2)\2(21 — 22) (5)
mgfi‘g = —2)\2(l‘1 - 1‘2) (6)
matis = —2X(y1 — Y2) (7)
mgég = —mg — 2)\2(21 — 2’2) (8)

Zusammen mit den Zwangsbedingungen sind das & Gleichungen fiir 8 Variablen:
L1, Y1, 21, T2, Yo, 22, A1, Aa.

2. Massenpunkt auf einer Kugel

2a) Die Zwangsbedingung lautet F'(7) = va? 4+ 22 — R = 0. Da die Zwangskraft senkrecht
zu der Oberfliche F(7) = 0 sein muss, sehen wir dass Z = A¢,.. Die Bewegungsgleichungen
(Lagrange-Gleichungen erster Art) sind:

mr = —mgé, + \é, , (9)
r=R. (10)

2b) Wir wollen 7 in Kugel-Koordinaten (mit ¢ = 0) ausdriicken. Dann gilt ¥ = ré,,
¥ = 1€, + ré,, und €, = # cos e, — Osinfe, = fey. Dies ergibt
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=1, + 10
Die zweite Ableitung ergibt (mit éy = —é,0)
r= (i —r6%) & + (270 + 16)éy

Jetzt konnen wir Gl. (9) auf €, und &y projezieren. Die Projektion auf €, ergibt

m(i —r6?) = —mgcosf + \
Die Projektion auf € ergibt

m(2r0 + 1) = mgsin
Zusatzlich gilt die Zwangsbedingung r = R und daher » = 7 = 0. Dies ergibt

—mRH* = —mgcosf + \, (11)
mRf = mgsinf . (12)

Wir multiplizieren Gl. (12) mit 6 und integrieren. Das ergibt

(1/2)mR6? = —mg cos b + ¢

Die Konstante ¢y wird durch die Anfangsbedingungen gefunden. Da am Anfang 6 = 0,
haben wir ¢y = mgcosfy. Einsetzen in Gl. (11) liefert

mRO? = —2mg(cos  — cosby) = mgcosd — \
und schlielich

A
3cos =2cosby + —
mg

Das ergibt 6 als Funktion von 6, und A. Beachten Sie, dass die Zwangskraft \ eine
zeitabhéngige Grosse ist.

2c) Ab dem Zeitpunkt, zu dem der Massenpunkt die Kugel verlasst, bewegt sich der Massen-
punkt frei. Deshalb wirkt auf den Massenpunkt keine Zwangskraft mehr. Das bedeutet, dass
dieser Zeitpunkt durch A = 0 bestimmt wird. Dann finden wir

3cosb,. = 2cos b

Da 6 klein ist, gilt cosfy &~ 1 und cosf. =~ 2/3. Oder genauer: cosfy ~ 1 — 62/2 und
cosf, ~2/3 —02/3.
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FIG. 1: Die Verformung.

3. Zwangskrafte in einer Briicke

Wir beschreiben die Position des Gestanges durch einen 5 x 3 dimensionalen Vektor
T = {4, 7p,7c,7p, g} und fithren den Impuls p'= {pa, Pz, Do, Pp, Pr} ein. Die Lagrange-
Gleichungen erster Art lauten dann

ﬁ: _VU(f) + Z )‘avFa<f)

Fo(Z) =0

wobei « alle s=7 Zwangsbedingungen zihlt (« = AB, AC, AD, BD, BE,CD, DE). Es gilt,
z.B., Fap = lap — L, wobei lap = |74 — 7g|. Im Gleichgewicht gilt p= 0 und

VU (@) = Y A VFL(T)

Wir projezieren diese Gleichung auf die Verformung di'4p, die die Zwangsbedingung Fap,
und nur die, verletzt

VU (Z)dZap =Y AV F,(T)dZap

Die Verformung ist in Fig. (1) gezeigt. (Um alle anderen Zwangsbedingungen nicht zu
verletzen, miissen wir erlauben, dass sich die Punkte C und E bewegen. Allerdings ist die
Verletzung der Zwangsbedingungen Fop und Fpp nur ein Effekt hoherer Ordnung.) Es
ist jetzt klar, dass die linke Seite gerade die Anderung der potenziellen Energie bei der
Verformung ist. Sie kann wie folgt ausgedriickt werden

VU(Z)dZap = Mgdz .

Hierbei ist dz die senkrechte Auslenkung der Masse (des Punktes D). Es ist auch klar, dass
aufgrund der Anderung dZ g

N AaViFo(@)dZap = Aapdlap

Dann gilt
)\ABdlAB = MgdZ
und p
z
=M
AB gdlAB



Wir parametrisieren die Verformung durch den Winkel §. Damit gilt dz = Lsind ~ L§
und L — dlap = 2Lsin(7/6 — §) = 2L sin(7/6) — 2L cos(w/6)5. Dann dl p = Lv/36 und
dz/dlsg = 1/4/3. Die gesuchte Zwangskraft ist

|ZaB| = Aap = Mg/\/§ )



