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1) Pendel mit bewegter Aufhingung
Wir benutzen = = x4(t) 4+ [sinf und z = —l cosf. Fiir die kinetische Energie gilt
m

T = 5(352 + 3?%) = %(xi + 2l cos 06 + l292)

Die potenzielle Energie ist
U =mgz= —mglcost
Die Lagrange-Funktion dann lautet
m
- (

L=T-U-= 5 2 4 24l cos 06 + 120%) + mgl cos 0

d (9L) _ oL
dat\ o) 00

o (ma’:sl cos b + mlzé) = —ma4lsin 00 — mgl sin 6

Die Bewegungsgleichung ist

Das ergibt

und schliefflich )
10 = —gsin € — cos 0%

2) Das Doppelpendel

Wir haben z1 = lsin ¢y, 21 = —lcos ¢y, 9 = 21 + [sin ¢9, und 2z, = 21 — [ cos ¢5. Dann gilt
i1 = 1 cos ¢
4 = I sin
iy = l¢y cos ¢y + lgha cOS
2y = Igy sin ¢y + lgho sin ¢

Die kinetische Energie dann lautet

1 . . 1 . . 1 . 1 . .
T = §m1(:€f + zf) + §m2(:€§ + zg) = §(m1 + m2)l2¢f + §m2l2 ((b; + 2 cos(¢y — ¢2)¢1¢2)

wobel wir cos ¢ cos ¢ + sin ¢y sin ¢y = cos(¢1 — ¢2) benutzt haben.



Die potenzielle Energie lautet
U = g(miz1 + mazy) = —(my + ma)gl cos g1 — magl cos ¢y

Die Lagrange-Funktion ist o
L(¢1, ¢2, 01, ¢2) =T = U

Die Lagrange-Gleichungen zweiter Art lauten %% = 8%1 und ;i gj = 8 ¢ Das ergibt
bt (03 sin(¢1 — o) + b2 cos(¢1 — 62)| + %sin 6 = 0 (1)
b + [—(bf sin(¢y — é2) + ¢ cos(¢y — qb)} + %sin ds = 0 (2)

2b)

Fiir kleine Schwingungen ¢; < 1, ¢ < 1 koénnen die Gleichungen (1) und (2) linearisiert
werden. Das bedeutet, dass wir dle folgenden Néherungen benutzen: sin ¢y & ¢1, sin ¢o ~ ¢s,
cos ¢y ~ 1, cos ¢y ~ 1. Dann gilt auch sin(¢; — ¢2) &= ¢1 — ¢ und cos(p; — @) ~ 1.

Das fiihrt zu folgenden Gleichungen:

b1+ P b2 + ¢1 =0 (3)
¢2+¢1+7¢2 = 0. (4)

Um diese Gleichungen zu lésen, benutzen wir den Ansatz
1 = aletha P2 = CLQGM, (5)

wobei w eine Frequenz ist, die wir bestimmen wollen. Wir setzen den Ansatz in Gl. (3) und
(4) ein. Dann eliminieren wir a; durch

(=)
ay =\ —w —_—,
l o)

und zeigen, dass w durch folgende Gleichung bestimmt wird:
119 2]2 ma w?
— |2 2T ).
w? [l w my + mo (6)

Die Losungen dieser Gleichung lauten

W:Qt _ g/l
LF \/ma/(my +my)

Fiir my > mo gilt

wi g/l
Das bedeutet, dass die Masse m fast ruhig ist, und die Masse ms oscilliert mit der iiblichen
Frequenz 4/g/1.



Fiir m; < mo gilt
w? ~ g/(20)
und
~ (29/1)(ma/ma)
Die erste Mode (w_) entspricht einem Pendel der Lange 2. Fiir diese Mode gilt ay =~ ay,
d.h., dass das Doppelpendel sich wie ein einzelnes Pendel der Linge 2 bewegt. Fiir die

zweite Mode gilt ay =~ —a;. Das bedeutet, dass die Masse mo ungefihr in Ruhe ist und m,
schwingt.

3) Die Bewegungsgleichung eines geladenen Teilchens.
Die Bewegungsgleichung lautet

doL OL
- 8
dt ar o7 ( )
Erst berechnen wir die linke Seite der Gl. (8):
8_['/ = mr + 14
or c
Dann
d OL q A q >
—— = — A
G =" e Y

wobei im letzen Term das Differenzialoperator V nur auf A wirkt. Jetzt berechnen wir die

rechte Seite der Gl. (8):
oL A/ oy
o7 = "4Vo+ V()

wobei im letzen Term das Differenzialoperator V nur auf A wirkt. Das ergibt
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Wir benutzen jetzt @ x (
¢ = A. SchlieBlich



