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1) Sphérisches Pendel
1a) Die kinetische Energie lautet

1
T = 5m(x‘2 +9° +2%) .

Fiir die potenzielle Energie gilt
U=mgz .

Wir driicken 7" und U in Polar-Koordinaten aus. Dazu benétigen wir (7 = 0)

i =rcosfcosdl —rsinfsing ¢ (1)
§ = rcosf sin ¢ + rsin 6§ cos ¢ ¢ (2)
= —rsinff (3)

Dann gilt (r =1)
1 N
T = imﬁ (6 + ¢ sin® )

und
U = mgl cosf

Die Lagrange-Funktion lautet dann
1 . .
L=T-U= éml2(92 + ¢? sin® ) — mgl cost

Die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen 2. Art) sind

ml*6 = mi?¢? sin 6 cos 6 + mgl sin (4)
% (mlzq'ﬁsin2 9) =0 (5)

1b) Wir berechnen jetzt die z-Projektion des Drehimpulses L=7x 13
L, = xp, — yp, = may — myi = ml*sin® 0¢

wobei G (1) und Gl (2) benutzt wurden. Die zweite Bewegungsgleichung Gl. (5) bedeutet,
also, dass L, erhalten ist, L, = const. Dann kénnen wir ¢ eliminieren:

~ mi2sin%6

¢

1



Wir setzen dies in die Gl. (4) ein. Das ergibt

L?cosf

12— —2—"_
mn ml? sin® 6

—mglsinf =0

Wir multiplizieren diese Gleichung mit 0. Das ergibt

2

mi20? + -2 l 0
dt< 2 mi2sin 9+mg o8 ) 0

Also sehen wir dass die Grofie

, 1 L2
E= 5 mi*0 +§m+mglcosﬁ
erhalten ist. Das ist die Energie. Das folgt auch aus E = T+ U und T = 1mi26? 3 mlfjng 5
1c) Jetzt konnen wir die Energie in der Form E = 1mi?62 + U4 (6) schrelben, wobei
1 L2
Uert (0 —= lcosf .
w(f) = 2 ml?sin®6 T mgecos

Diese Funktion ist in Abb. 1 skizziert. Die Funktion hat ein Minimum fiir § = 6.(L,) und
dies ist die Losung der Bewegungsgleichungen in der keine Bewegung in die #-Richtung statt

findet. Das Pendel dreht mit 6 = 6, = const. und ¢ = m = const. um.
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Abbildung 1: Ueg ().

2. Das relativistische Teilchen
Die Lagrange-Funktion lautet



Die Energie ist

Die Bewegungsgleichung lautet

doL_or
dt or  OF
Das ergibt
d|{ mr | oU
dt 72 or

3. Der Lenzsche Vektor 5
(3a) Die Lagrange-Funktion lautet L = %mr + a/r. Die Bewegungsgleichung ist

- 8<a> ar
mr=—|—)=——

[7 % (7 x )]

wobei wir L = 0 und # x (7 x 2) = §(Z - Z) — Z(Z - §) benutzt haben. Wir setzen = m# ein

und benutzen Gl. (6). Das ergibt

L D+ B s (x ] =0

VLenz = 3
7»3 T3

(3b) Da die Ebene der Bahn senkrecht zu L liegt gilt

Views - L=FxL) L—2F L=0
T

Jetzt berechnen wir Vie,, - 7= 7 Vien, COs 6

VLem-F:(ﬁXE)-F—mozr:(Fxﬁ)-l_:—mozr:L2—mar

Dann fiir die Bahnkurve gilt

LQ
0) —
r(6) mao + Vien, cOs 6




Abbildung 2: Die Bahnkurve fiir den Fall Vie,, < ma. Es gilt rypn = __L* ynd Tmax =

ma+VLenz
L2

ma—VLenz :

L2
ma+Vienz

Abbildung 3: Die Bahnkurve fiir den Fall Viep,, > ma. Es gilt ryi, =

1.2

Die Bahnkurve fiir den Fall Vi.,. < ma ist in Abb. 2 skizziert. Es gilt rp;, = P und
Tmax — ﬁ Die Bahnkurve fiir den Fall Vi.,. > ma ist in Abb. 3 skizziert. Es gilt
"'min = mo+Vien:
(3¢)”
i) Es gilt
oL oL .
0L = —0r+ —90r
or or
Wir setzen die Bewegungsgleichung
oL d JL
or  dt oF



ein. Das ergibt

dOL . OL . d (0L )\ d (0L -

Es wurde angenohmen, dass

5L—@§(r,r,t)
Dann 4 (oL

Also I =0, d.h., I ist erhalten.
ii) Wir berechnen §L fiir 7 = Yeund ¢ = (5 x ) X 7. Das ergibt

SL— misi_ OO

r3
DaQZ senkrecht zu 7 ist gilt 7¥d7 = 0. Dann gilt
6L = m7or=mr- [(l;x"r.?)xf]-e—kmf?- [(Z;xf’)xﬂf:m?-[(gx%')xf}-e

Wir setzen jetzt Gl. (6) ein. Dass ergibt

S I S I S [ o7 _ i o5
5L——§T-[(bxf)><r}-e——ﬁr-[(b-r)r—r b}-e—dtf(r,r,t)e
wobei £ = ab - T, /r. Also die erhaltene Grofe lautet
oL - S ab-7 1 ab - 7
[:—. — = P - b r Fl— I—b (7 — =
aFw & =mr [( xr)xr} . m( X p) - (7 % D) .
1 - - b7 1 Lo oab-7 1 -
— —(bxp) - = —(x D) b = — V.
m r m r

Da b beliebig war, ist VLem erhalten.



