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1) Sphärisches Pendel
1a) Die kinetische Energie lautet

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) .

Für die potenzielle Energie gilt
U = mgz .

Wir drücken T und U in Polar-Koordinaten aus. Dazu benötigen wir (ṙ = 0)

ẋ = r cos θ cos φ θ̇ − r sin θ sin φ φ̇ (1)

ẏ = r cos θ sinφθ̇ + r sin θ cos φ φ̇ (2)

ż = −r sin θ θ̇ (3)

Dann gilt (r = l)

T =
1

2
ml2(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ)

und
U = mgl cosθ

Die Lagrange-Funktion lautet dann

L = T − U =
1

2
ml2(θ̇2 + φ̇2 sin2 θ) −mgl cosθ

Die Bewegungsgleichungen (Lagrange-Gleichungen 2. Art) sind

ml2θ̈ = ml2φ̇2 sin θ cos θ +mgl sin θ (4)

d

dt

(

ml2φ̇ sin2 θ
)

= 0 (5)

1b) Wir berechnen jetzt die z-Projektion des Drehimpulses ~L = ~r × ~p

Lz = xpy − ypx = mxẏ −myẋ = ml2 sin2 θφ̇

wobei Gl. (1) und Gl. (2) benutzt wurden. Die zweite Bewegungsgleichung Gl. (5) bedeutet,

also, dass Lz erhalten ist, Lz = const. Dann können wir φ̇ eliminieren:

φ̇ =
Lz

ml2 sin2 θ
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Wir setzen dies in die Gl. (4) ein. Das ergibt

ml2θ̈ −
L2

z cos θ

ml2 sin3 θ
−mgl sin θ = 0

Wir multiplizieren diese Gleichung mit θ̇. Das ergibt

d

dt

(

1

2
ml2θ̇2 +

1

2

L2
z

ml2 sin2 θ
+mgl cos θ

)

= 0

Also sehen wir dass die Größe

E =
1

2
ml2θ̇2 +

1

2

L2
z

ml2 sin2 θ
+mgl cos θ

erhalten ist. Das ist die Energie. Das folgt auch aus E = T +U und T = 1

2
ml2θ̇2 + 1

2

L2
z

ml2 sin2 θ
.

1c) Jetzt können wir die Energie in der Form E = 1

2
ml2θ̇2 + Ueff(θ) schreiben, wobei

Ueff(θ) =
1

2

L2
z

ml2 sin2 θ
+mgl cos θ .

Diese Funktion ist in Abb. 1 skizziert. Die Funktion hat ein Minimum für θ = θc(Lz) und
dies ist die Lösung der Bewegungsgleichungen in der keine Bewegung in die θ-Richtung statt
findet. Das Pendel dreht mit θ = θc = const. und φ̇ = Lz

ml2 sin2 θc

= const. um.
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Abbildung 1: Ueff(θ).

2. Das relativistische Teilchen
Die Lagrange-Funktion lautet

L = −mc2

√

√

√

√

1 −
~̇r

2

c2
− U(~r)
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Die Energie ist

E =
∂L

∂~̇r
~̇r − L =

m~̇r
2

√

1 − ~̇r
2

c2

+mc2

√

√

√

√

1 −
~̇r

2

c2
+ U(~r) =

mc2
√

1 − ~̇r
2

c2

+ U(~r)

Wenn |~̇r| � c ergibt das

E ≈ mc2 +
m~̇r

2

2
+ U(~r)

Die Bewegungsgleichung lautet
d

dt

∂L

∂~̇r
=
∂L

∂~r

Das ergibt

d

dt









m~̇r
√

1 − ~̇r
2

c2









= −
∂U

∂~r

3. Der Lenzsche Vektor
(3a) Die Lagrange-Funktion lautet L = 1

2
m~̇r

2

+ α/r. Die Bewegungsgleichung ist

m~̈r =
∂

∂~r

(

α

r

)

= −
α~r

r3
(6)

Jetzt berechnen wir ~̇V Lenz

~̇V Lenz = ~̇p× ~L−
mα~̇r

r
+
mα(~r · ~̇r)~r

r3
= ~̇p× ~L+

mα

r3
[~r × (~r × ~̇r)]

wobei wir ~̇L = 0 und ~x× (~y× ~z) = ~y(~x · ~z)− ~z(~x · ~y) benutzt haben. Wir setzen ~̇p = m~̈r ein
und benutzen Gl. (6). Das ergibt

~̇V Lenz = −
α

r3
~r × ~L +

mα

r3
[~r × (~r × ~̇r)] = 0

(3b) Da die Ebene der Bahn senkrecht zu ~L liegt gilt

~VLenz · ~L = (~p× ~L) · ~L−
mα

r
~r · ~L = 0

Jetzt berechnen wir ~VLenz · ~r = r VLenz cos θ

~VLenz · ~r = (~p× ~L) · ~r −mαr = (~r × ~p) · ~L−mαr = L2 −mαr

Dann für die Bahnkurve gilt

r(θ) =
L2

mα + VLenz cos θ
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Abbildung 2: Die Bahnkurve für den Fall VLenz < mα. Es gilt rmin = L2

mα+VLenz
und rmax =

L2

mα−VLenz
.
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Abbildung 3: Die Bahnkurve für den Fall VLenz > mα. Es gilt rmin = L2

mα+VLenz
.

Die Bahnkurve für den Fall VLenz < mα ist in Abb. 2 skizziert. Es gilt rmin = L2

mα+VLenz

und

rmax = L2

mα−VLenz

. Die Bahnkurve für den Fall VLenz > mα ist in Abb. 3 skizziert. Es gilt

rmin = L2

mα+VLenz

.

(3c)∗

i) Es gilt

δL =
∂L

∂~r
δ~r +

∂L

∂~̇r
δ~̇r

Wir setzen die Bewegungsgleichung

∂L

∂~r
=

d

dt

∂L

∂~̇r
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ein. Das ergibt

δL =

(

d

dt

∂L

∂~̇r

)

δ~r +
∂L

∂~̇r
δ~̇r =

d

dt

(

∂L

∂~̇r
δ~r

)

=
d

dt

(

∂L

∂~̇r
~ψ

)

ε

Es wurde angenohmen, dass

δL =
d

dt
ξ(~r, ~̇r, t)ε

Dann

δL− δL =
d

dt

(

∂L

∂~̇r
~ψ − ξ

)

ε = İ ε = 0

Also İ = 0, d.h., I ist erhalten.

ii) Wir berechnen δL für δ~r = ~ψ ε und ~ψ = (~b× ~̇r) × ~r. Das ergibt

δL = m~̇r δ~̇r −
α~r δ~r

r3

Da ~ψ senkrecht zu ~r ist gilt ~r δ~r = 0. Dann gilt

δL = m~̇r δ~̇r = m~̇r ·
[

(~b× ~̈r) × ~r
]

· ε+m~̇r ·
[

(~b× ~̇r) × ~̇r
]

· ε = m~̇r ·
[

(~b× ~̈r) × ~r
]

· ε

Wir setzen jetzt Gl. (6) ein. Dass ergibt

δL = −
α

r3
~̇r ·
[

(~b× ~r) × ~r
]

· ε = −
α

r3
~̇r ·
[

(~b · ~r)~r − r2~b
]

· ε =
d

dt
ξ(~r, ~̇r, t)ε

wobei ξ = α~b · ~r/r. Also die erhaltene Größe lautet

I =
∂L

∂~̇r
~ψ − ξ = m~̇r ·

[

(~b× ~̇r) × ~r
]

−
α~b · ~r

r
=

1

m
(~b× ~p) · (~r × ~p) −

α~b · ~r

r
=

=
1

m
(~b× ~p) · ~L−

α~b · ~r

r
=

1

m
(~p× ~L) ·~b−

α~b · ~r

r
=

1

m
~VLenz ·~b

Da ~b beliebig war, ist ~VLenz erhalten.
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