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1. Hamilton-Gleichungen in Polarkoordinaten

la)
Die Lagrange-Funktion lautet
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Fiir die kanonischen Impulse ergibt dies
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Wir driicken die zugehorigen Geschwindigkeiten p und <b durch die Impulse und Koordinaten
aus:
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Das ergibt fiir die Hamilton-Funktion H = p,p + pd,é —L
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1b)

Die Hamilton-Gleichungen lauten



Interpretation:
Gl. (3) ist die invertierte Gl. (1) und Gl (4) ist die invertierte Gl. (2). Gl. (6) bedeutet, dass

pg erhalten ist. Man sieht auch, dass p, = m,o%f) gleich der z-Komponente des Drehimpulses
L, ist. GL. (5) beschreibt die zwei Kriifte, die auf das Teilchen wirken: —0U/0Jp ist die echte
Zentralkraft und p3/(mp?®) ist die Zentrifugalkraft.

2. Die Hamilton-Gleichung eines geladenen Teilchens

2a)
Die Lagrange-Funktion lautet
L) = T —qo(rt) + LrAG )
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Das ergibt fiir den kanonischen Impuls p’
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Wir driicken 7 durch den Impuls p aus
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Dann lautet die Hamilton-Funktion
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Das ergibt schlieflich
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Die Hamilton-Gleichungen sind
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Es ist wichtig daran zu denken, dass im ersten Term der Differenzialoperator V nur auf A
wirkt (spéter ersetzen wir p'mit einer Funktion von # die nicht differenziert werden soll).
Wir differenzieren jetzt die erste Gleichung
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Wir setzen Gl (9) ein und benutzen auch Gl (7). Dabei ist zu beachten dass V/(AA) =
1/2V(AA), wenn V’ nur auf den ersten Faktor wirkt. Das ergibt



SchlieBlich ergibt das genau die selbe Bewegungsgleichung die wir schon in Ubungsblatt 3
Aufgabe 3 hergeleitet haben:
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3. Die Hamilton-Funktion des Doppelpendels

3a)
Der Vollstéindigkeit halber wiederholen wir die ersten Schritte der Aufgabe 2 (Ubungsblatt
3). Wir haben x; = Isin ¢, 23 = —lcos ¢y, £3 = o1 + [sin ¢g, und 25 = z; — [ cos ¢o. Dann
gilt

i1 = 1 cos ¢

4 = lgrsingy
iy = 161 cos By + lgha cos ¢y
%y = g1 sin ¢y + I sin ¢y

Die kinetische Energie dann lautet
1 o oy L o oy L 250 L 9o _ L
T= 2m1(x1 + )+ 2m2(x2 +4) = 2(m1 + mo)l"¢7 + 2m2l (¢2 + 2 cos(¢n ¢2)¢1¢2)

wobel Wir cos ¢ cos ¢ + sin ¢y sin ¢y = cos(¢1 — ¢2) benutzt haben.
Die potenzielle Energie lautet

U = g(miz1 + mazo) = —(my + my)gl cos ¢ — magl cos ¢o
Die Lagrange-Funktion ist

L1, 2, b1, 00) =T — U

Wir entwickeln jetzt die Lagrange-Funktion nach ¢, ¢, ¢1, und ¢, bis zur quadratischen
Ordnung. Das ergibt

1 . 1 . .o 1 1
L= §<TTL1 + m2)l2¢% + 57”2[2(]53 + m2l2¢1¢2 — 5(7711 + TTLQ)QZ(Z% — émggl(b% + const. (10)

Die kanonische Impulse sind
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Wir driicken ¢ und ¢, durch p; und ps aus:
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Dann gilt fiir die Hamilton-Funktion
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Aus Gl (10) folgt dass
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Dann gilt
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Wir invertieren diese Gleichung. Das ergibt
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Dann gilt fiir die Hamilton-Funktion
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erhalten wir
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und schlieflich
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Wir invertieren die Matrix 7". Das ergibt

—1 —1
1 1 my —my
= -1 -1 —1
l _ml m1 + m2

Fiir H dann gilt
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und schliefflich .
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