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1. Poisson Klammern
(1a)
Es gilt

Lx =TyPz — TzPy
und

L:v = TPz — TzD2
Die Poisson Klammern lauten

oL, oL, oL,0L,
{Lx’Ly} N ; 8Tj ('9pj 8]?]‘ 8rj

wobei j = x,y, z. Da L, unabhéngig von r, und p, und L, unabhéngig von r, und p, sind,
bleibt nur der Beitrag mit j = z. Dann gilt

oL, 0L, OL,0L,
or, Op,  Op, Or,

{LmaLy} -

=TgPy — TyPz = L,

Die zwei anderen Gleichungen ergeben sich dhnlich.

(1b) Zunéchst zeigen wir, dass fiir beliebige A, B, und C' gilt
{AB,C} = A{B,C} + B{A,C}

Dies folgt aus

- dBIC 9B OC 0ADC  9AOC

a(AB)@_a(AB)@] [ 0B %B [
P 8Tj 8]?]‘ 8]?]‘ 8Tj P 8Tj 8]?]‘ 8]?]‘ 8Tj

AB.C} = _—
{ } ; 8rj 8]?]‘ ('9pj 8rj
Jetzt berechnen wir

{L? L;} = Z{L?7 L} =2 ZLz‘{Lu Ly}

Fiir j = z ergibt das
{L* L.} =2L,{L,,L.} +2L,{L,, L.}

Da{L,,L,} = —{L,,L,} = —L, und {L,, L.} = L, ergibt das schlieflich
{I* L.} =0

Fiir j = x,y ist die Herleitung &dhnlich.



2. Problem der Brachistochrone
(2a) Die Zeit T ist durch
.
Jow
gegeben. Hierbei ist v(z) die Geschwindigkeit des Massenpunkts. Fiir das Differenzial der
Lénge der Kurve gilt ds? = do? + dz* = (1 + 2"?)dz?. Also

=V1+2?dx

Die Energie des Massenpunktes ist erhalten. Das bedeutet, dass

mu§  mo(z)?
2 2

E = + mgz(z)

Dann koénnen wir die Geschwindigkeit v durch z(z) ausdriicken:

v(z) = /v — 2g92(x)

SchliefSlich ergibt das
/2
T / do Y2 V1+ 272
—2g9z(z )
Die Funktion F' lautet

Fo )= —Y2H (1)

v — 29z(x)

(2b) Wir wollen das Funktional 7" minimieren. Dazu berechnen wir die Variation
0T = /d:c [F(z+6z,2 +062") — F(z,2)]

wobei 6z(z,) = 02(z.) = 0. Wir haben

“ [oF d OF OF _ ..
5T = /dxl—aw—a] [ o [5—%8—215 ol

Ta

Die Bedingung des Extremums lautet 67" = 0. Da dz(z,) = 0z(z.) = 0 ergibt das die

Euler-Lagrange-Gleichung
d OF OF

dr oz 0z
Wir setzen Gl. (1) ein. Dann lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

z' ] _ gV1+27
VIt~ 202(0)]  (\fud — 292(0))

a




(2c) Die ”Lagrange-Funktion” F' ist von x unabhéingig. Dann es eine erhaltene Grofle gibt
die der Energie im Lagrange-Formalismus entspricht. Die ”Energie” lautet

OF 1
Q=2 F=-
0z V142203 —2g2(x)

Dass @) erhalten ist, bedeutet, dass d@/dx = 0. Die Differenzialgleichung fiir die optimale
Kurve lautet dann

ZI =+ QL -1 (2)
vy — 292
wobei C' = 1/Q?.
Wir betrachten jetzt nur den Fall vy = 0. Gl. (2) lautet dann

b
f= -2 -1 3
z . (3)

wobei b = C'/(2g) = 1/(29Q?).
Der Einfachheit halber fiihren wir die positive GroBe h(x) = —z(x) ein. Dann gilt

dh b

Es ist klar, dass h < b und h > 0. Wir integrieren nach der Methode der Separation der
Variablen. Erst, schreiben wir Gl. (4) um:

Dann integrieren wir. Das Ergebnis lautet

N
="

wobei ¢ eine zu bestimmende Konstante ist. Da h(0) = 0, gilt ¢ = 0. Da die Gréfle h am
Anfang wichst (die Kurve geht nach Unten), sieht man aus Gl. (4), dass fiir das Vorzeichen
(4) gewahlt werden muss. Also die Kurve ist durch

Vh
barctan <m> —h(b—h)==x (5)

gegeben. Wenn h den maximalen mdoglichen Wert h = b erreicht, erreicht x den maximalen
moglichen Wert = 7b/2. Mit dem Vorzeichen (+) in Gl. (4) ist die zweite Ableitung h”
negativ. Das bedeutet, dass die Kurve unter der Gerade z = —2z/m liegt. Deswegen gilt
Gl. (5) nur fiir diejenige P,, fiir die z, < —2x./7. Das ist der Fall i). Ein Beispiel fiir den
Fall ist in Abb. 1 skizziert.

Im Fall ii) liegt der Punkt P. iiber der Gerade z = —2x /7. Der erste Teil der Kurve, der
unter der Gerade z = —2x /7 liegt, ist wieder durch (5) gegeben. Fiir den zweiten Teil, der
nur nach oben gehen kann, muss in Gl. (4) das Signum (-) gewéhlt werden. Die Konstante

barctan( )— h(b—h) =tz +c
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Abbildung 1: Die optimalen Kurven fiir die Fille i) z, < —2x. /7 und ii) 2z, > —2z./7.

¢ wihlen wir so, dass die zwei Teile sich auf der Gerade z = —2x /7 treffen. Die Bedingung
lautet h(mb/2) = b und ergibt ¢ = wb. Also ist der zweite Teil durch

Vh
Vb —h

gegeben. Ein Beispiel fiir den Fall ii) ist in Abb. 1 skizziert.

barctan ( ) —h(b—h)=—x+mb (6)



