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1. Tragheitstensor einer Hantel

la) Wir benutzen Zylinder-Koordinaten, z = rcos¢, y = rsin¢, z = z. Es ist klar, dass
x,y, 2z die Symmetrie-Achsen des Zylinders sind. Dann miissen wir nur diagonale Elemente
des Tragheitstensors berechnen. Fiir I7? erhalten wir
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wobei p die Dichte des Zylinders ist und die Integration erfolgt iiber das Volumen des
Zylinders. Dass ergibt
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Das Volumen des Zylinders ist durch V' = 71l gegeben und die Masse durch m = pV. Dann
gilt
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Fiir I{™ erhalten wir
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Analog erhalten wir Ié’;) = I(m,
1b) Beziiglich des Koordinatensystems dessen Ursprung im Schwerpunkt der Scheibe liegt,
ist die Herleitung genau dieselbe wie in (1a). Dann gilt
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1c) Beziiglich des Koordinatensystems dessen Ursprung im Schwerpunkt der Stange liegt,
ist die obene Scheibe um @ = (0,0,1/2 + h/2) verschoben. Die untene Scheibe ist um @ =



(0,0,—1/2—h/2) verschoben. Wir benutzen den Steiner’schen Satz. Der Trégheitstensor der
beiden verschobenen Scheiben ist dann
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Dann gilt
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SchlieBlich
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2. Hauptachsentranformation
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Erst suchen wir nach den Haupttrigheitsmomenten Iy, I, I3. Dazu miissen wir die folgende
Gleichung 16sen
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det(I — I;1) = 0

Das ergibt
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det | —1 5—4I, V2 =0
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und schliefflich
I} =4 + 5, —2=0

Dies lif3t sich faktorisieren wie (I —1)?(I; —2) = 0. Die Wurzeln dieser kubischen Gleichung
sind also [y =1, I, =1, und I35 = 2.
Die Eigenvektoren (Dyy, Do, D3i) ergeben sich aus
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Wir fangen mit £ = 3 an. Dann gilt
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Wir addieren die zwei ersten Gleichungen. Das ergibt Dy3 = —D;3. Dann folgt aus der
dritten Gleichung Dss = —+/2D3. SchlieBlich erfordert die Normierung (D13, D3, Ds3) =
+(1/2,—1/2,—1/+/2). Das Vorzeichen wihlen wir spéter. Fiir k = 1,2 gilt
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Alle 3 Gleichungen sind gleich. Dann gibt es nur eine Bedingung
D3y = (D, — Dag)/V2 (1)

Die zwei Zahlen Dy und Do konnen beliebig gewéhlt werden. Das bedeutet, dass es eine
Ebene der Eigenvektoren mit dem Eigenwert 1 gibt, die durch Dy, und Dy parametrisiert ist.
Wir fangen mit Dy; = Dy = 1/4/2 an. Dann gilt D3, = 0 und der Vektor (Dyy, Dgy, Ds1) =
(1/4/2,1/4/2,0) ist normiert. Den zweiten Eigenvektor wihlen wir so, dass er orthogonal zu
(Di1, Doy, Dsy) ist. Dass erfordert Dyy = —Djy. Dann folgt aus (1) D3y = v/2D;5 und die
Normierung erfordert Dy = +1/2. Also (D1a, Dy, Dsy) = 4(1/2,—1/2,1/+/2). Das Vorzei-
chen konnen wir hier beliebig wihlen. Also wihlen wir (Dig, Doy, D3) = (1/2,—1/2,1//2).
Dann wihlen wir auch (D13, Das, Ds3) = (1/2,—1/2,—1/4/2), so, dass die drei Vektoren ein
rechthiandiges Koordinatensystem darstellen. Schliefflich finden wir
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3. Der rollende Zylinder
(3a) Die Schwerpunktsenergie ist
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wobei I = MR?/2 (siehe (1a)) der Trigheitsmomentum entlang der Achse des Zylinders
ist. Damit erhalten wir
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Die Koordinate z ist durch
z = const — ssin 6

gegeben. Die potenzielle Energie lautet also
U= Mgz = const — Mgssinf

und Lagrange-Funktion

3Ms?
L=T-U-= 48 + Mgssin 8 + const.
(3b) Die Bewegungsgleichung lautet
3
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Die Beschleunigung ist § = (2/3)gsin 6.
Fiir einen Korper, der gleitet, ist die Rotationsenergie gleich 0. Dann lautet die Lagrange-

Funktion '2

L=T-U= + Mgssin 6 + const.

und die Beschleunigung ist § = gsin 6, also grofler als fiir den Zylinder.



