Theoretische Physik B, SS 2005

Musterlésung zum Ubungsblatt 9
Besprechung: 04/07/2005

Institut fiir Theoretische Festkorperphysik
Prof. Dr. Gerd Schon, Dr. Alexander Shnirman (11/03, Tel.: 608-6030)
http://www-tfp.physik.uni-karlsruhe.de/~shnirman

1. Oscillation eines Halbzylinders
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Abbildung 1: Halb-Zylinder.

(1a) Das Problem ist effektiv 2-dimensional: die Lénge L des Zylinders entlang der y-Achse
ist beliebig. Erst bestimmen wir den Ort des Schwerpunkts C'. Es ist klar, dass C' auf der
Linie OA liegt (siehe Abb. 1a). Dann miissen wir nur die Koordinate 2. finden. Diese erhalten
wir aus
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wobei dm, = pLdz+/ R? — z? die Masse der infinitesimalen Schicht der Hohe dz ist. Wir

benutzen z = —R cos 6 und erhalten
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Wir fiihren den Abstand |OC| = a = +=R ein.
Das Triagheitsmoment beziiglich der y-Achse ,die durch den Ort O geht ergibt sich aus

MR?
2

R
Io = p/dV(a:2 422 = pr/RdR R® = wpLR'/4 =
0

1



Der Steiner’scher Satz besagt das das Trigheitsmoment beziiglich der Achse, die, parallel
der y-Achse, durch den Schwerpunkt geht ist, gegeben ist durch

Io =1Io — Ma* = M(R?/2 — a?)

(1b) Erst bestimmen wir die Schwerpunktenergie. Dazu brauchen wir die Anderungen die
Position des Schwerpunkts. Der Abstand |AB| (siche Abb. 1b) ergibt sich als |AB| = Ro¢.
Dann gilt

ro = |AB| —asing = Rp — asin ¢

und
Zo = —aCcos @

Die Schwerpunktsenergie lautet

Te = %(m% +22) = %QZ)Q((R —acos¢)? + (asin¢)?) = %QZ}Q(RQ + a® — 2Ra cos ¢)

Die Rotationsenergie lautet
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Die gesamte kinetische Energie ist
M 5 0 0o
T=Tc+Tr = 7¢ (3R*/2 — 2Ra cos ¢)
Die potenzielle Energie lautet
U =mgzc =—Mgacos o

Die Lagrange-Funktion ist
g Moy ey
L=T-U= 2gZ>(3R /2 — 2Racos ¢) + Mgacos ¢

(1c) Die Bewegungsgleichung lautet

% {M(]E(SRQ/Q — 2Racosq§)} = —Mgasin ¢ + M Ra¢?sin ¢

Das ergibt
d(3R?/2 — 2Ra cos ) + ¢*(2Rasin ¢) = —gasin ¢ + Rag? sin ¢
Fiir kleine Auslenkungen ¢ < 1 konnen wir linearisieren
¢(3R?/2 — 2Ra) = —ga¢

oder

Rp(9m/8 —2) = —g¢



Die Frequenz der harmonischen Schwingungen ergibt sich als
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2. Die Rolle

(2a) Das Trégheitsmoment der Rolle ist

MR
2

1

Der Rotationswinkel der Rolle ¢ und die Héhe der Masse m sind durch 2 = —R¢ verkniipft
(die z-Achse zeigt nach oben). Dann lautet die kinetische Energie
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Die potenzielle Energie ist
U=mgz

Die Lagrange-Funktion lautet
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L=T-U=
Die Bewegungsgleichung ist durch
(M/2+m)Z=—myg
gegeben.
(2b) Die Beschleunigung der Masse m lautet
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Diese ist gleich der Summe aller Krifte, die auf der Masse wirken,

mzZ = —mg + Kr

wobei K ist die Kraft die die Schnur auf die Masse ausiibt. Dann gilt

mM /2
Kr=——"—
T M/2+mg
und das Drehmoment lautet
mM /2
N=KrR=———¢gR
T M/2+mg
Der Drehimpuls der Rolle ist
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Wir differenzieren und erhalten
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3. Symmetrischer Kreisel
(3a) Der Steiner’scher Satz besagt, dass die Triagheitsmomente beziiglich des Koordinaten-
systems mit dem Ursprung im Punkt O

L=L=0L+m*, I,=1I
sind. Dann lautet die kinetische Energie

., I, I . L .
T = 59% + 59; + 5393 = 5(92 + ¢*sin® ) + 5@ + ¢ cos 6)?

Die potenzielle Energie ist
U = mglcost

und die Lagrange-Funktion
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(3b) Da die kinetische Energie T' eine quadratische Funktion von qB, 0, w ist lautet die
Energie

/ . . . .
E=T+U= %(92+¢2sin29) + %(¢+¢cos€)2+mglcose

Die kanonische Impulse ergeben sich als

P = g—g = [{(bsin29+13(1/}+<150056) cos
oL .
Do = % = [{‘9
Py = g_z = I;(¢) + ¢ cos h)

Die Variablen ¢ und ¢ sind zyklisch, also sind p, und p, erhalten (pg ist nicht erhalten).
Der Erhaltungssatz fiir p,, entspricht der Rotationssymmetrie um die €3 Achse. Deswegen
gilt py, = L3 wobei L3 die Projektion des Drehimpulses auf €3 ist. Analog ist p, = L, die
Projektion des Drehimpulses auf der z-Achse (ri3). Beachten Sie, dass L3 eine Projektion
im korperfesten Koordinatensystem ist, wobei L, im raumfesten Koordinatensystem. Fiir ¢
erhalten wir dann 5

. Py — Dy COS

¢= I} sin? 6 (1)

Die Energie 148t sich umschreiben als

I ., (ps —pycosO)? p3
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Abbildung 2: Usg

Also ist die effektive potenzielle Energie
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U.g ist in Abb. 2 skizziert.
(3c) Fiir p, = 0 lautet die effektive potenzielle Energie
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Die Bedingung fiir § = 0 ist, dass U.¢ minimal ist. Fiir ¢ = 0 liegt das Minimum bei § = /2.
D.h., dass der Kreisel horizontal ausgerichtet ist. Aus Gl (1) folgt, dass $ = 0, es findet
also keine Prézession statt. Jetzt betrachten wir den Term mgl cos § als kleine Storung. Dass
bedeutet, dass das Minimum immer noch bei 6 ~ 7/2 liegt. Dann kénnen wir die folgende
Néherung benutzen cos @ ~ w/2 — 0, sinf ~ 1. Dann liegt das Minimum bei
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Die Naherung war begriindet wenn cos < 1, also wenn mgl < pfp/[{. D.h., wenn Ls = py
grof} genug ist, d.h., der Kreisel sich sehr schnell dreht, stellt die Schwerkraft eine kleine
Storung dar. Jetzt sehen wir aus Gl (1), dass
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Das Ergebnis 148t sich einfach zu erkléren. Da der Kreisel horizontal ausgerichtet ist (6 =~
7/2), ist der Drehmoment |N| ~ mgl und N ist senkrecht zu €3. Der Drehimpuls |L| ~ L3
und L ist fast horizontal ausgerichtet. Dann gilt

IL| = Ly = |N| = mygl



