Theorie B (SS2006)
Musterlosung Ubungsblatt 2 15.05.06

a) Koordinate: ¢

Kinetische Energie:

xr = Isin(p) T = lpcos(yp)
=

z = lcos(p) Z = —lpsin(yp)

1 1
= T= §m(x'2 + %) = 5mz?(@)2

Potentielle Energie:

V=mgh , h=1l—z = V =mgl(l—-cos(y)) =—mglcos(p)+ const.

Zum Potential kann immer eine beliebige Konstante addiert werden (Energienullpunkt).

Lagrangefunktion:

1
L=T-V = |L= §ml2(<p)2 + mgl cos(p) + const.

Auch hier kann immer eine Konstante addiert werden, denn diese féllt in der Lagrangegleichung
ja raus.
Lagrangegleichung;:

doL _oc a—ﬁ—mZQ' 8—5——mlsin()
Ao dg o T g MY

d
= E(ml%b) = —mglsin(y) = | @+ =sin(p)=0

b) Ublich:

sin(p) ¢ = ¢+%p=0

Neu:
cos(y) ~ 1, Lo e 1 2
p) =1 5 = L~ 2ml () 2mglcp + const.
Lagrangegleichung;:

oL
% = —mgly = ml*p=—mglp = ¢+ %go =0



Theorie B (SS 2006) Musterlosung Blatt 2

a_) Koordinate: s

z(s) = scos(a) & = Sscos(a)
=

y(s) = ssin(a) y = $sin(w)

Kinetische Energie:

1 1
T = 57"(5@’2 +9%) = 57”(5)2

Potentielle Energie:

V = mgy = mgsin(a) s

(15.05.06)

Lagrange:
1
L(s,s) = ims‘z — mgsin(a)s
Bewegungsgleichung:
oc _ ms or _ —mgsin(a) = | 5= —gsin(a)
05 s Y -
Losung;:

1
s(t) = sg + vot — gsin(a)§t2

b) a=a(t) = wt: Kinetische Energie:

z(s) = scos(wt) T = $cos(wt) — swsin(wt)

=

y(s) = ssin(wt) y = ssin(wt) + sw cos(wt)

1 1
= T= am(x'Z +9°) = am[SZ + w?s?)

Es kommt also die iibliche Rotationsenergie

2

Lagrange:
Lo 1 5 :
L=T-V= gms + gmw’s” — mg sin(wt)s
9L _ ms 9L _ mw?s — mg sin(wt)
95 " as T g

=

mi?p? = tms*w? dazu.

—gsin(wt)

a) Transformation auf die generalisierten Koordinaten (= Kugelkoordinaten):

x = Isin(0) cos(p) i = lcos(0)6cos(p) — Isin(f)sin(p)

y = lIsin(d)sin(e) = gy = lcos(h)fsin(y) + Isin(d) cos(p)

z = lcos(0) i = —lsin(6)6

¥

'
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1
Kinetische Energie: T = am(:i:Q +97+ ) =

T = %le{ (0)2 [cos®(8) cos?(p) + cos?(6) sin?(y) + sin?(0)]+

+(2)? [sin*(0) sin® () + sin®(0) cos? ()] +
+26p10] }
1 )

= 5ml2 [(6)* + sin*(0) (9)?]

potentielle Energie:
V =mgh = —mg z = —mgl cos(0)

fiir geeignet gewéhlten Bezugspunkt h = 0. Damit lautet die Lagrangefunktion

£00,0:¢) = 5l [(6)? + (sin(8) $)°] + mal cos(6)

b) Lagrangegleichung allgemein: i% = % fiir jede generalisierte Koordinate ¢.
— dt 0¢  0Oq
Hier: ¢ = ¢,
0 0
a—g = mi?sin®(0) ¢ % =0
d . . 2 .
= ELZ =0 mit L,:=m(lsin(h))* ¢

Bedeutung: Es gibt offenbar eine Erhaltungsgrofie (= Integral/Konstante der Bewegung). Dies ist
L, der Drehimpuls in z-Richtung. L, ist erhalten, weil die Lagrangefunktion nicht von ¢ abhéngt
(p ist eine “zyklische” Koordinate), also symmetrisch beziiglich (= invariant unter) Drehungen
um die z-Achse ist. Letzteres ist ja auch anschaulich klar.

(Achtung: die Erhaltungsgrofe ist der Drehimpuls L, , nicht etwa die Winkelgeschwindigkeit ¢!)
9 Lagrangegleichung fiir 6 :

oc _ oc
00 o0

Die Bewegungsgleichung ist damit

mi* 6 = mi*sin(f) cos(0) (p)? — mgl sin()
b= —% sin(6) + ()2 sin(6) cos(6)

Wenn wir jetzt ¢ durch L, ersetzen, erhalten wir eine (nichtlineare) Bewegungsgleichung alleine

fiir 6(t), denn L, ist ja zeitlich konstant. Einsetzen von ¢ = L, / (mi®sin®(f)) ergibt also

L? cos(h)
m2[4 sin® ()
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Fiir kleine Auslenkungen 6 entwickelt man sin(f) ~ 6 und cos(f) ~1 =

Dies ist offenbar die Pendelgleichung, erginzt um eine duBere Kraft ~ L?, die Zentrifugalkraft.
Einen Term dieser Art kennen wir schon aus Theorie A vom Zentralkraftproblem. Eine Losung

dieser Gleichung ist nur mit zusétzlichen Ndherungen moglich.



