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a) Koordinaten r, 6, der halbe Offungswinkel o ist fest.
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Es gilt tan(a) = Lo = =
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Kinetische Energie,
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Potentielle Energie, U = mgz = mgr cot(«a), Lagrangefunktion
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‘Modifizierte’ Lagrangegleichungen: allgemein:
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Hier:
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Bilden aller Ableitungen von £ und F':
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liefert die Lagrangegleichungen:
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b_) Fiir v = 0 liefert die 2. Bewegungsgleichung offenbar

gL =0 mit L = mr20
dt

Mit Reibung v > 0 ist die rechte Seite der Bewegungsgleichung nicht mehr null, kann aber durch
L dargestellt werden, ~r?0 = lL, also ergibt sich eine Bewegungsgleichung fiir L,
m
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Der Drehimpuls L ist bei Reibung keine Erhaltungsgréfie mehr.

Die Bewegungsgleichung 148t sich leicht 16sen (Trennung der Verédnderlichen),

dL
T:—%dt = ln(L)—ln(Lo):—%t = L(t):LOeXp(—%t)

a_) Generalisierte Koordinaten: Auslenkung ¢ und Léngenédnderung v = [ — [y . Zunéchst
werden wir [ selbst als Koordinate benutzen. Die kartesischen Koordinaten seien festgelegt auf:
Ursprung am Aufhédngepunkt des Pendels, x-Achse nach links, y-Achse nach unten. Damit gilt fiir

die Position der Masse m
x = lIsin(yp) i = Isin(p) + lp cos(p)
y = Leos(y) j = lcos(p) — I sin(p)

Fiir die kinetische Energie ergibt sich dann

1 1 .
T=Sm(+i?) = T=smli®+ (1))

Man beachte, dafl in diesem System die kinetische Energie auch von der Koordinate [ abhéngt,

nicht nur von den Geschwindigkeiten [, ¢!

Die potentielle Energie ist
1
V =mgh + §D(l —1p)?

Fiir den Beitrag vom Schwerefeld gilt (bis auf eine beliebige additve Konstante) h = —lcos(yp) .

Die Lagrangefunktion ist damit

1 ‘ 1
L(l,1l;0,9) = ém[l2 + (19)?] + mgl cos(p) — §D(l —1Ip)?

1 1
= | L(u, 50, 9) = §m[u2 + (lo +u)*@* | + mg(lo + u) cos(p) — 5D u?

b_) Lagrangegleichungen: Fiir ¢:

g—i = m(lp+u)’p = %g—i = 2m (lo+u) i p+m(lp+u)®p und g—i = —mg(lp+u)sin(yp)
gibt die Bewegungsgleichung

(lo+u)p+gsin(p)+2u9 =0
Fiir w:

oL _ mu = 4oL _ mi  und oL _ m(ly + u)(p)* — Du + mg cos(p)

o dt ou ou
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gibt die Bewegungsgleichung

i+ [% - (@)2} u = geos(p) + lop”

Fiir kleine Auslenkungen ¢ ndhert man wie iiblich cos(p) ~1 , sin(p)=¢ =

(lo+u)g+gp+20p=0

und

. D ) .
ii + [——(90)2} u=g+lpp’

9 Obwohl fiir kleine Auslenkungen ¢ genéhert, sind die Bewegungsgleichungen immer noch

nichtlinear und gekoppelt, also nicht ohne Weiteres 16sbar.

Linearisieren der Bewegungsgleichungen:
Ignoriere alle Terme, die eine Potenz > 1 in den Variablen u, ¢ oder deren Ableitungen oder
Kombinationen davon enthalten. D.h., alle Terme ~ u?,0?, 1%, %, up,up,up, ... werden weg-

gelassen. Es bleiben also nur Terme ~ wu, @, u, ¢ iibrig:

.9 . D
= |¢ptre=0, i+—u=g
lo m

In diesem System fiihrt also die Linearisierung auf zwei ungekoppelte harmonische Oszillato-
ren, mit den iiblichen allgemeinen Losungen. Die Kopplung zwischen Feder und Pendel ist “weg-

gendhert” worden, und die beiden Arten der Schwingung sind unabhéngig.



