Theorie B (SS2006)
Musterlosung Ubungsblatt 6 19.06.06

a) Der Vektor ist in IS bestimmt durch A = (A,, 4,, A,) mit

A, = Ajcos(0)

Al = |Alsin(P)
A, = A;sin(d) -

A = [Afcos(®)
A, = A

Hier ist A, die Lange der Projektion in die x-y-Ebene, § der Winkel dieser Projektion zur x-Achse,
A die Projektion auf die z-Achse, ® der Winkel zwichen A und der z-Achse. Die Winkel 6, ®
sind fiir gegebenes A fest gewéhlt und vollig unabhéngig von dem zeitabhéngigen Rotationswinkel
¢ = wt. Wird nun dieser Vektor von einem Bezugssystem K S’ aus betrachtet, das gegeniiber
IS um den Winkel ¢ um die gemeinsame z-Achse gedreht ist (in mathem. positiver Richtung), so
erscheint die Projektion in die x-y-Ebene in K'S” um den Winkel ¢ zurickgedreht,

Al = Ajcos(0—¢) = Aj[cos()cos(p)+sin(f)sin(p)] = A,cos(p)+ A,sin(y)
A, = Aisin(@—¢) = Ai[sin(f)cos(p) —cos(f)sin(p)] = —A,sin(p) + A, cos(p)
A = A, = A, = A,
In Matrixschreibweise
cos(p) sin(p) 0
A'=DA |, D=| —sin(p) cos(p) 0
0 0 1

D ist (wie erwartet) die Matrix einer Drehung um die z-Achse um den Winkel —¢.
b) Im System KS':
r=Dr = r=D"'=DTY
denn die Drehmatrix D ist orthogonal. Damit ergibt sich
i = DTr'+ DTV
= # = DY +2D"¥ + DY
= Di = DD'Y' +2DD"V ++
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= | mi = D(mi) — m(DDT)r' — 2m(DDT)i

Darin kann die Kraft im System K.S’ identifiziert werden:
F' = DF = D(m¥)
Man beachte, dafl Zeitableitung und Transponieren vertauschen:

: d d \7*
DI =(—=D")=|—D
(577) - (5)

Berechnen der Ableitungen:

cos(wt)  sin(wt) 0

D = | —sin(wt) cos(wt) 0

0 0 1
sin(wt)  cos(wt) 0
= D' = —w| —cos(wt) sin(wt) 0
0 0 0
cos(wt) —sin(wt) 0
= D' = —w?|sin(wt) cos(wt) 0
0 0 0

0 10
(DDT) = —w|[ -1 0 0
0 00
100
(DDT) = —w?[0 1 0
000

Also lautet die Bewegungsgleichung in K5":

1 00 0 10
mi' =F +mw?|0 1 0| +2mw| =1 0 0|¢
000 0 0 0

Einsetzen der Komponenten von r' = (z/, 1/, 2’) liefert

x/ ,!'//
mi' = F' +mw? | v | +2mw | -3’
0 0
F, Fo

Die Scheinkrifte wirken nur in der xz-y-Ebene senkrecht zur Drehachse e, .
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Vergleich mit der Vorlesung: dort hief es

mi' = F —mw X (w x ') —2m(w x 1)

N S/ J/

F, Fo

Hier ist die Drehachse im System K5’ die z’-Achse, w = we, , also

0 0 x 0 — -z
F, = —mw?[ 0] x x|y | =-m?0] x| 2 | =—m?| —y
1 1 Z 1 0 0
0 i —y
Fo = 2mw|0 ] x|y ]| =-2mw| &
1 z 0

Dies ergibt genau die Bew.gl. von oben.

a_) Die Newtonsche Bewegungsgleichung lautet
mi=F, , |F.|=mgsin(0)

Dabei ist F, die Komponente der Schwerkraft senkrecht zum Pendelfaden. 6 ist der Auslen-
kungswinkel. Diese F; mufl nun auf die z-y-Ebene bzw. die z-Achse projiziert werden, um die

kartesischen Komponenten zu erhalten:

= F/Y=—mgsin(f)cos(d) , F; = —mgsin()sin(h)

cos() cos(ip) cos(p)
= F, = —mgsin(#) | cos(d)sin(p) | =~ —mgf| sin(p) | + (~ 6%
sin(#)

Fiir kleine Auslenkung 6 wurden sin(f) ~ 6 und cos(f) =~ 1 eingesetzt und nur die Terme ~ 6

mitgenommen. Beachte: der Azimutwinkel ¢ ist nicht klein.

In denselben Kugelkoordinaten gilt

x = Isin(0)cos(yp) ~ 10 cos(p)
y = lIsin(f)sin(p) ~ 10sin(p)

und damit
o/l z T
0 Y I\y
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b_) Wir benutzen die komplexe Koordinate u = x + iy, um aus den zwei DGLs eine einzige zu

machen:
g i+wir = 0 i+wir = 0
Wy = 70 = addieren = i +wiu =0
j+wiy = 0 i +ivdy = 0
Ansatz: u(t) = et — Q= -0Q%% = Q?=w! = |Q=+w|. Die allgemeine Losung

lautet also
u(t) = Ae™! 4 Be ™o!

mit den komplexen Konstanten A, B.

Dies kann in die gewohnte Form gebracht werden, indem man die Konstanten durch andere (ge-

nauso beliebige) Konstanten ausdriickt:

twot

e = cos(wot) + isin(wet) =

u(t) = (A4 B)cos(wot) +i(A — B)sin(wyt)
= Ccos(wot) + Dsin(wet) , C,DeC
= (c+ic)cos(wot) + (d + id') sin(wot)
= [ccos(wot) + dsin(wot) | + i[ ¢’ cos(wot) + d’ sin(wot) |
= a(t) +y(t)
¢, d,d konnen reell gewihlt werden, so dafl  und y extrahiert werden kénnen.
Um die spezielle Losung zu erhalten, kann man aber auch zuerst die Anfangsbedingungen einbauen:
also
Damit ergibt sich zunéchst
_ .Yo iwo t —iwot] __
u(t) =i=[e™*" +e | = iyo cos(wo t)

2

und daraus

x(t) =0, y(t) =yocos(wyt)
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Die Schwingungsebene (=Schwingungsrichtung in der x-y-Ebene) ist offenbar durch die Anfangs-
bedingungen vorgegeben, also zeitlich konstant. Klar, denn x und y sind ja (in der N#herung

kleiner Auslenkung) entkoppelt.

9 Im rotierenden System K S’ ist die Bewegungsgleichung laut Vorlesung (mit der Notation r
anstatt r’)

mi =F —2m(w X ) —mw X (w xr) —m(w x r)

7 \\

P“rc PYZ = OVhier

Im System KS’ sind die Komponenten der Drehachse:
Wy = wsin(¢) cos(0) , wy, = wsin(¢)sin(O) , w, = wcos(¢)

© ist der Winkel der Projektion von w in die z-y-Ebene, ¢ die Projektion auf die z-Achse (wie in
Skizze). O.B.d.A. kann man © = 0 setzen.

Die Komponenten der Corioliskraft lauten

Wy T —W, Y
wXr=|w, | xX|y]= W, T
Wy z Wzl — Wy

mit z = const., also 2 = 0. Fiir z und y ergeben sich also die Bewegungsgleichungen, mit ¥, = 0,

mi = F,+2mw.,y P4 wir—2wy = 0
=
my = F,—2mw,x J+wiy+2w,is = 0
mit der riicktreibenden Kraft im rotierenden System F, = —mwiz, F, = —mwiy aus a).

d_) Die Gleichungen sind die aus a), aber mit zusétzlichen Kopplungstermen zwischen x und y .
Jetzt ist die in b) (iiberfliissigerweise) benutzte Methode hilfreich: Mit u = x + iy ist

P4 wir—2wy = 0
addieren = (& + i) + wi(x + iy) + i2w. (3 +iy) = 0

i+ iwiy + 12w,z = 0
= i+ wiu+ 2w, =0

Jetzt haben wir also nur noch eine Gleichung, die aussieht wie ein geddmpfter Oszillator, aber mit

imaginérer (7!) Ddmpfungskonstante.

Ansatz: u = et | 4 =iQet | = -2t

QP - +2w.0=0 = Q=—-w, /w24 wi~—w, +w
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wobei in fithrender Ordnung w/wy , also w,/wy entwickelt wurde. Allgemeine Losung fiir w < wy ,
u(t) — efiwz t[ Aez’wot + Befiwo t ]

Mit den Anfangsbedingungen wie in b), u(0) = iyy, @(0) =0,
A+B=iy , A-B=iy2 = A:z'@(u&) , B:z@<1—&)
Wo 2 wWo 2

In fithrender Ordnung w, /wy ergibt sich A = B = i% , und damit

u(t) = iyoe ™' cos(wo t) = yol 4 cos(w. t) + sin(w. t)] cos(wy t)

also

(553) - (2;2({: 2)% cos(w )

Die Schwingungsebene dreht sich also mit der Frequenz w, = w cos(¢) .

Punkt A habe die Koordinaten (z,y), Punkt B liegt bei (z’,¢’). Der Durchtrittspunkt C
liegt bei (z,0) auf der x-Achse. Wir betrachten die Konfiguration wie in der Skizze auf dem
Ubungsblatt, d.h., y > 0,9/ < 0:z < Z < 2’

Die Laufzeit der Wellenfront von A nach B ist damit gegeben durch

1 1
TAB:TAC+TCB:Z (f—x)2+y2+g\/(:p’—§c)2+y’2 mit ¢ =

Den Weg bei festgehaltenen A und B zu variieren heifit, den Punkt C' auf der z-Achse zu verschie-
ben, also z zu verdndern. Die Laufzeit Typ ist extremal (und damit auch minimal, in Ansehung

T
dTas =0. Also:

der Skizze), wenn

dTup 1 (z —x) +l —(2'—z)
RN/ F s R R P

Dies kann durch Einfalls- und Brechungswinkel ausgedriickt werden,

) (' — )
=sin(a) und
(T —2)? +y? ) V@' =2 +y?

und es folgt schliefllich

(z — )

— sin(B)

_ sin(a)  sin(B) sin(a) ¢
0= c - sin(8) ¢




